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Zadatak 1

Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:

a) f(x,y) =x*+y? )z=2
2 X ! 1
b) g(x.y) =3x* +xy + /¥ Vx) =57
z=yx !
RjeSenje
a) ,=2x+0=2x f,=0+2y =2y
b) 6x+y+0=06x+ 0+x+ ! + =
g =6x+y+0=06x+y g =0+x+==x+-"=
Y 2y 2y
_ 2y _ _ Y 11
C) Zx—y'(_X ) _; z, = X 1—;
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e Funkcija dvije varijable: z = z(x, y)

e Parcijalna derivacija po varijabli x

, 0z
z z —
X x Ox
e Parcijalna derivacija po varijabli y
, 0z
Zy Zy @
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(wv)'(x) = '(x) - v(x) + u(x) - V(x)

Zadatak 2

Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:
Ix —

a) z= xe’ b) z = ye’ + /x c) u(x,y) = x+y
XTy
(u>’( ) u'(x) - v(x) —u(x) - v/(x)
—_ X) =
Rjesenje | Vv v(x)?

— Y .1 =y = x.ey = Y
a) zx=¢e"-1=e z, =x-¢e =xe

b) Zx:O—F%:ﬁ Zy:l'ey+Y'ey+O:(1+y)ey
C)u —2(X+y)_(2X—y)]_— 3)/ (ex)’:ex
N bty S (x )P .1

(VR =g
U —1-(x+y)—(2x—y)-1 _ 3y 2%
y = (x+y)? o (x + y)? 2/24




Zadatak 3
Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija: 1-/x2+y2—x- 1 X2 4 2
) VX ty e (x* +y?) )
a) z(x,y) = (x +2y)e c) z=2"x - X2+ y2 a
X X X2
b) z= —— d) z = x¥ Y S — /X2 1 y2 —
\/X2+y2 ) _ 2 /X2+y2 _ /X2+y2 _
X2 +y2 X2 +y2
Ry )2
(2+y2)/x2+y2 (=2 —I—yz)%
uy\’ u'(x) - v(x) — u(x) - v/(x)
4/24 (;) () = v(x)>? 6/24
1 X
Rjesenje ) = e*| | (") = et . (nesto)’ Vnegto) = — = - (netto)’ zZ=—
jeSenje | () (e"%) (nesto) ( ) =3 Jnetie ) WrEa

!/

) g = (xt2y) e 4 (x2y) - (7). =

X

/

=1 4 (x +2)e - (P + yP), =
= & 4 (x4 2y)e T L 2x =
=t 4 (2x? + 4xy)ex2+y3 = (2x2 + 4xy + 1)ex2+y3

/

2, = (x+2y), - & 4 (x + 29) - (7)) =
=2 4 (x+2y)e T (P 4y, =
=261 4 (x4 2y)e Y . 3y2 =

=2 4 (3xy? + 6y°)e ™’ = (Bxy? + 6y° + 2)eX Y’

(uv) (x) = u/(x) - v(x) + u(x) - V(x) | |z = (x + 2y)e Y’ 5/24

X2+ y?
X, oy
NI ET
- X2+ y2 - X2+ y2 -
—xy —xy

(x2+y?)

(2 4y Ty

() 20 = 200~ ) 9

v V(X)2 7/24
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(a) =a*Ina| | (a"%°) = a"*Ina- (nesto)’ z=2%"% Parcijalne derivacije drugog reda — oznake
(x") = nx""1| | (sinx)" = cosx | | (sin (ne3to))’ = cos (ne3to) - (nesto)’
Ly v Ly y Iy e Funkcija dvije varijable: z = z(x, y)
c) Z, = 2 x|n2-<sm—> =2 x|n2-cos—-<—) =
X/ x x \x/x 0%z
Zxx Zo Ox2
. — .4 X
— 0" n2.cos? L = Y o n2. cos Y
x  x? x2 bs , 927
By By OxOy
.y / .y /
z,=2""xIn2- (sinZ> = 2"%In2- cos - <X> = 92
x/y x \x/y , z
r 2y Dydx
Ly 1 1 Y
2 2. cosL = = =.2%n2.cos 2
X X X X / z
7 = x¥ Zyy Zyy 3_},2
d) z,=yx ! z, = x¥Inx
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Zadatak 4 (e"*t) = et . (nesto)’ | | (eX) = e~ Zadatak 5
Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije 1 Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x,y) = y* - 2.
Inx) = — ta¥eni
f(x,y,2) = €¥* —In(yz) + 1 (Inx) X Rjesenje (a%) = aIna
tocki (0,2, 1). 1 B} T — o
u tocki (0.2,1) (In(neéto))/ = —— - (nesto)’ z,=y?-2In2 B = o
Rjesenje nesto x x+1
2, =22y =y-2
fo=e"% . (2xz).. — 0+ 0 = e .2z = 2ze™*
1 1 1 Zo = (2)x = y?In2-2%In2 = y? . 2¥In?2
f,=0——-(yz2), +0=——.-2z=—=
g yz 2, yz y Zy = (2)y, =2In2-2y =y . 2¥t1|n2
f,=e"* (2xz), — — - (yz), + 0= *% - 2x — — -y = 2xe®* — = Ze =(z)x =y -2 In2- (x+ 1), =y - 2" In2
yz yz z
XYz b . XYz 1 2, = (z,), = 2"t 1 =21
£(0,2,1)=2-1-€2%1 =29 =2 £(0.2,1) =
X yz 1
£(0,2,1)=2-0-e*' - > =0-"-1=~1 9/24 11/24




(uv)'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v(x) —
Zadatak 6 Rl
3 maksimum sedlasta
Zadana je funkcija f(x,y,z) = z - y*. Odredite Oxdy0z’ i totka
Rjesenje
jesen; P f ) 200
—> Xyz
Ox0y0dz 7
fk=z-y“Iny=2zy*Iny
x—1 X 1 x—1 x—1 0 )
fo =(f)y =2zxy " - Iny +zy -;:xzy Iny + zy ,
x—1 x—1 I 20
f;yz = (ﬁ(y)z =Xy lny +y
—200 10
—4 0
) 0 y
’ 4-10
(ax)l = 2*Ina (Xn)/ — an—l (|n X)/ = — 12/24 X - 14/24
Zadatak 7
Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 80 — y? + x3 + 12y — 3x. Zadatak 8
Rjesenje Odredite lokalne ekstreme funkcije
f,=3x"—-3 3x*—3=0—0 x 1— x=1 x 1 Z(X,y):——l—i—l-y.
f,=—2y+12 | —2y+12=0— y=6 x Y
_ X1y X2y
stacioname totke: (L6), (-10) 6 | _[ex o Rjesenje Z(x.y)=8x 4y 4y
f =6x, £, =0, f,=-2 fy fy 0 -2 o x£0, y£0
XV 16 0 y
H(1,6) = 0 o= —12 < 0 ——— sedlasta tocka 2= —8x 24y _8x 2yl o
x 400 z, = —xy 41 —xy ?4+1=0
H(-1,6) = 5 o = 12 > 0 —— totka lokalnog maksimuma
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X
f(—1,6) =80 — 6%+ (~1)*+12-6 —3-(~1) =118 /%




—8y + (y2)2 =0 il
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— -1z, = —xy 2+1 8 x
z X +y Y 4 T
Xy
Zyx — —8- (_2)X_3 - = 1
3y
Hxxy) =11 o

to¢ka lokalnog

minimuma
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Zadatak 9
Odredite ekstreme funkcije z(x,y) = ¥ uz uvjet x + y = 4.

RjeSenje /

Zadatak 10
Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = — x — y uz uvjet x> + y* = 2.

Rjesenje

x+ty=4 — |y=4-x X2+ y? =2 ———— 5 x> +y>-2=0
2(x, 4 — x) = (0 = ¥ f(x) = ¥ ¥ e Lagrangeova funkcija
f(2) =€
—x2 —x2 . .. .
f'(x) = e . (4x — x*) = (4 — 2x)e* globalni maksimum L(x,y,\) = funkcija + X - uvjet
(4—2x)e4x*x2 =0 —00 2 +00 L(X,y,)\):—x—y+)\(x2—|—y2—2)
_x — ' —
4-2x=0 ‘ + ‘ ‘ e Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije
=7 Fl 2l
Xy L, =—-1+2Xx —14+2X\x =0
=4—-x=4-2=2 =2 taci totka: (2,2
y X y stacionarna totka: (2,2) L= —142\y 12y =0
Funkcija z postiZe globalni maksimum uz uvjet x + y = 4 u to¢ki (2,2) Ly=x>4+y?—2 X 4y?—2=0
i taj maksimum je jednak z(2,2) = e*. 20/24 22/24
| / A=
/ —142Xx =0 — 2Xx =1 2x 1 1
f— _ = —
A=
150 x> 4+y2-2=0 2y
x>+ x2-2=0
100 - 2x* =2 X1y X2 ¥
5 x?=1 Stacionarne totke: (1,1), (—1,-1)
X1 = ]., X = -1
50 - u\k/jétni Y= 17 Yo = -1 f(Xa.y) =—X—Yy
e Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu (konkretno, omedenoj
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krivulji) postiZe globalni minimum i globalni maksimum.

f(lLl)=-1-1=-2 minimum
f(=1,-1)=-(-1) - (-1) =2 23/24
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