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Parcijalne derivacije — oznake



e Funkcija dvije varijable: z = z(x, y)

e Parcijalna derivacija po varijabli x

, 0z
Zy z, —

Ox

e Parcijalna derivacija po varijabli y

, 0z
v dy
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prvi zadatak



Zadatak 1

Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:

a) f(x,y) =x>+y? Q)z=2
X
b) g(x,y) =3x*+xy +/y
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Zadatak 2
Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:

a) z=xe¥ b) z =ye’ + /x c) ulx,y) =
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Zadatak 3
Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:

a) z(x,y) = (x4 2y)e Y’ <) z= osin %
X

b) 7= — — Y
) /—X2+y2 d) z=x
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fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z

=0

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
cki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
RjeSenje nesto

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

f=0-

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

, (Inx) = =
f(x,y,z) =e”* —In(yz) +1 bs
u tocki (0,2, 1). (In (neéto))’ — neito (nesto)
Rjesenje
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
f—0--

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
cki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
RjeSenje nesto

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1
f,=0——(yz)
y O yz (yz)y

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs

cki (0,2, 1).
u tocki (0,2,1) (In (nesto))’ = - (nesto)’

Rjesenje

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1
f,=0— —- !
, =0 vz (yz), +0

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1
f=0——(yz),+0=——
y yz (yz)y + yz

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1
f=0——"-(yz), +0=——":
y yz (yz)y + yz

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs

cki (0,2, 1).
u tocki (0,2,1) (In (nesto))’ = - (nesto)’

Rjesenje

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1 1
fy:O—y—Z-(yz)g,—l—O:—y—Z-z

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty
£, —

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
RjeSenje nesto
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty
fz — eZXZ

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

f, = e . (2xz).,

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

f, = ¥ . (2xz), —

9/24



Zadatak 4

u toki (0,2,1).

Rjesenje

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ = X

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

(In (nesto))’ =

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g yz b2, + vz 5Ty

2xz / 1
f, = e”% . (2xz), — —
yz

9/24




Zadatak 4

u toki (0,2,1).

Rjesenje

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ = X

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

(In (nesto))’ =

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1 1

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

yz y

1
fo= e (2x2), — — - (y2),

yz

9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1
f= e (2a), ~ - (v2), +0

9/24



Zadatak 4 (eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ — eX
Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije ]
Inx) = —
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 (Inx) X
to¢ki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
RjeSenje nesto
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ul A

1
f, = > . (2xz), — vz (yz), +0 = e**

9/24




Zadatak 4 (eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ — eX
Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije ]
Inx) = —
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 (Inx) X
to¢ki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
RjeSenje nesto
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ul A

1
f, = ¥ . (2xz), — vz (yz), +0 = e*=.

9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz), — 0+ 0 = > .2z = 2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1
f, = ¥ . (2xz), — vz (yz), +0 = e** . 2x

9/24



Zadatak 4

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)’

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

u toki (0,2,1).

Rjesenje

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

1
f, =e> - (2xz), — — - (yz), + 0= e¥* . 2x — —

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

yz

1
yz

(In (neto))’

1
y

1
yz

9/24




Zadatak 4

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)’

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

u toki (0,2,1).

Rjesenje

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

1
f,=e" - (2xz), — — - (yz), + 0= ¥ . 2x — — .

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

yz

1
yz

(In (neto))’

1
y

1
yz

9/24




Zadatak 4

u toki (0,2,1).

Rjesenje

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ = X

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(In (nesto))’ =

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1 1

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

1
fz:ezxz-(sz)’z——-(yz)’z+0:e2xz-2x——z-y

yz

yz y
1
Y

9/24




Zadatak 4

u toki (0,2,1).

Rjesenje

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ = X

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 X
(In (nesto))’ = L (nesto)’

 neéto

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1 1

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

1 1
f, =e> . (2xz), — — - (yz), + 0= %% . 2x — — . y = 2xe**

yz y

yz yz

9/24




Zadatak 4

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

u toki (0,2,1).

Rjesenje

f, =¥ . (2xz), — 0+ 0 = > . 27 = 27e*<

1
fp=0——-(y2), +0=——-z=—=

yz

f(x,y,z) = e** —In(yz) +1

1
yz

(eneéto)/ — eneéto . (neéto)' (ex)/ = X
1
Inx) = =
(nxy = &
(In (nesto))’ = L (nesto)’
~ neéto

1
y

1 1 1
f,=e" (2xz), — — - (yz), + 0= ¥% - 2x — — -y = 2xe®* — =

yz

yz

z

9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 X
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz),, — 0+ 0 = > . 27 =2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1 1 1
fz — eZXZ . (2XZ)IZ . (yz)/z + 0 — e2XZ . 2X —— .y = 2X€2XZ -
yz yz V4

£(0,2,1) =

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e*® . (2xz),, — 0+ 0 = > . 27 =2z
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1 1 1
fz — eZXZ . (2XZ)IZ . (yz)/z + 0 — e2XZ . 2X —— .y = 2X€2XZ -
yz yz V4

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e* . (2xz). — 0+ 0 = *“ . 2z =|2ze*“
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1 1 1
fz — eZXZ . (2XZ)IZ . (yz)/z + 0 — e2XZ . 2X —— .y = 2X€2XZ -
yz yz V4

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e* . (2xz). — 0+ 0 = *“ . 2z =|2ze*“
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
g ye Ot 2 °T Ty

1 1 1
fz — eZXZ . (2XZ)IZ . (yz)/z + 0 — e2XZ . 2X —— .y = 2X€2XZ -
yz yz V4

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0.2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje nesto
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1 1
f=0——. "4+ 0=——.z=|—-2=
y yz (yz)y+ yz z y
2xz / 1 ! 2xz 1 2xz 1
f,=e" - (2xz), — — - (yz), +0=€"% - 2x — — - y = 2xe™* — =
yz yz z
XYz
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 £,(0,2,1) =

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 X
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0.2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje 2510
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1 1
f=0——. "4+ 0=——.z=|—-2=
y yz (yz)y + yz z y
2xz / 1 ! 2xz 1 2xz 1
f,=e" - (2xz), — — - (yz), +0=€"% - 2x — — - y = 2xe™* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 1;(0,2,1):—§

9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0.2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje 2510
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1 1
f=0——. "4+ 0=—— . z=—-2=
y yz (yz)y + yz z y
2xz / 1 ! 2xz 1 2xz 1
f,=e"%-(2xz), — — - (yz), + 0 =€ - 2x — — - y =|2xe™* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 £,(0,2,1) = -3

,(0,2,1) = 9/24



Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 bs
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje S0
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1
f=0—— (yz),40=—-—-z=—=
g ye Ot 2 °T Ty
1
f, =2 (2xz), — — - (yz), + 0= % - 2x — — - y =[2xe®* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2 -1-e*%1 =2¢% =2 1;(0,2,1):—§
X VyVz 1
£(0,2,1)=2-0-¢€*%" — 1 9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 b%s
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje 2510
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1
f,=0—— LH0=——-z=—=
y yz (yz)y + yz z y
1
f, =2 (2xz), — — - (yz), + 0= % - 2x — — - y =[2xe®* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 1;(0,2,1):—§
X Yz 1
1‘2(0,2,1):2~0~e2'0'1—I:0~e°—1 9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 b%s
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje 2510
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1
f,=0—— LH0=——-z=—=
y yz (yz)y + yz z y
1
f, =2 (2xz), — — - (yz), + 0= % - 2x — — - y =[2xe®* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 1;(0,2,1):—§
X Yz 1
1‘2(0,2,1):2~0~e2'0'1—I:0~e°—1:—1 9/24




Zadatak 4 (enste) = et . (nesto) | | (eX) = e~

Izratunajte vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije

(Inx) = =
f(x,y,z) = e** —In(yz) +1 b%s
tocki (0,2,1). 1
u tocki (0,2,1) (In (neto))’ = —— - (negto)’
Rjesenje 2510
fo = e (2xz). — 0+ 0 = e** .2z = 2ze*“
1 1
f,=0—— LH0=——-z=—=
y yz (yz)y+ yz z y
f, =" (2xz), — — - (yz), + 0= €% - 2x — — - y = 2xe®* — =
yz yz z
XYz XYz 1
£(0,2,1) =2-1-e*%1 =2e° =2 1;(0,2,1):—§
X Yz 1
1‘2(0,2,1):2~0~e2'0'1—I:0~e°—1:—1 9/24




Parcijalne derivacije drugog reda

— oznake



Parcijalne derivacije drugog reda — oznake

e Funkcija dvije varijable: z = z(x, y)

, 0%z
Zxx Zy _axz

, 0%z
oy 5y Ox0y

, 0%z
i “x By dx

, 0%z
Zyy Zyy 8_y2

10/24



peti zadatak



Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

11/24



Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

RjeSenje (&) =a“Ina

z, = (Xn)/ — an,1

11/24



Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

RjeSenje (&) =a“Ina

z.=y*- (x") = nx""t
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Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

RjeSenje (&) =a“Ina

z,=y?-2%In2 (x") = nx""*
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Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

RjeSenje (&) =a“Ina

(Xn)/ — an,1

11/24



Zadatak 5

Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.

RjeSenje

Ze=y?-2%In2

— OX
z, =2

(&) =a“Ina

(Xn)/ — an,1

11/24




Zadatak 5
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z(x, y) = y? - 2%.
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krivulji) postiZe globalni minimum i globalni maksimum.
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Stacionarne totke: (1,1), (—1,—1)

fx,y)=—x—y

e Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu (konkretno, omedenoj

krivulji) postiZe globalni minimum i globalni maksimum.
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f(~1,-1)
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N = —

14X =0 — Dx=1—" x
142y =0 — Dy =1~ , 1
y

X2+ x2-2=0

2x* =2 X1 X Y
x?=1 Stacionarne totke: (1,1), (—1,-1)
X1 = ].7 Xy = -1

f(x,y) =—x—
n=1 y=-1 () Y

e Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu (konkretno, omedenoj

krivulji) postiZe globalni minimum i globalni maksimum.
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