Seminari 2

MATEMATIKA ZA EKONOMISTE 2

Damir Horvat

T = 0.001x> + 10x + 2000

Rjesenje
e Funkcija prosje¢nih troskova
T(x) _ 0.001x* + 10x 4 2000

X X

2000
T,(x) = 0.001x% + 10 + =—

X

e Funkcija grani¢nih troskova

FOI, Varazdin Te(x) = T'(x)
T,(x) = 0.003x* + 10
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0.002x — 2000x > =0 /- x>
T, 0.001 10 2000
p(x) = 0.001x" + 10 + — 0.002x3 — 2000 = 0
_ 2 -1 0.002x* = 2000 /: 0.002
S datak 1 T,(x) = 0.00Lx> + 10 + 2000x < /
Zadana je funkcija troskova T = 0.001x3 + 10x + 2000. T;(x) = 0.002x — 2000x 2 X~ = 1000000
x =100
a) Odredite funkcije prosje¢nih i grani¢nih troskova i nacrtajte njihove T,(x) = 0.003x2 + 10
grafove na istoj slici na segmentu [0, 250]. T,(100) = 0.001 - 100% + 10 + 2000
, e : . .y , 0 100 +4o0 P 100
b) Odredite za koju koli¢inu proizvodnje su prosje¢ni troskovi ‘ ‘ i ‘ T,(100) —
minimalni. U kakvom su odnosu grani¢ni i prosjecni troskovi za tu T ‘ ‘ ~ ‘ i N
koli¢inu proizvodnje? Kako se taj odnos moZe vidjeti na grafu? i T,(100) = 0.003 - 1002 + 10
o)
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Prosjecni troskovi su minimalni za 100 proizvoda. Za ovu koli¢inu
proizvodnje grani¢ni troskovi su jednaki prosje¢nim troskovima i iznose
40 nov€anih jedinica. 3/26




0 100 400 e Kako na grafu funkcije troskova uoditi, ako postoji, tocku

T ‘ - ‘ + ‘ To(x) = 0.003x2 + 10 proizvodnje xo u kojoj su prosje¢ni troskovi minimalni?

240 +
ripg = TOI X = T6) _ Tal) = Ty
200 + X X
160 | e Iz T)(xo) = O slijedi
T
T'(x0) = bo)
120 + X0
e JednadZba tangente na graf funkcije troskova u tocki xg
80 1 t...y—To)=T(x)-(x —x)
T
40 + t...y:ﬂ-x
X0

10 1

} } } } } tangenta prolazi kroz ishodiste
50 100 150 200 250 X 4/26 koordinatnog sustava 6/26

Opéeniti odnos grani¢nih i prosje¢nih troskova

totka
infleksije

e Ako su grani¢ni troskovi veci od prosjenih troskova, tada prosjecni \
trodkovi rastu. el !

oy - o . .. C oy o X
e Ako su grani¢ni troskovi manji od prosje¢nih tro$kova, tada — / — X0 _ \ —

C . ] . minimalni grani¢ni minimalni prosje&ni
prosjecni troskovi padaju. 5/26 trogkovi trogkovi 7/26




~Jtangents

totka
infleksije

maksimalni grani¢ni
trodkovi

lokalni maksimalni
prosje¢ni troskovi 8/26

lokalni minimalni
prosje¢ni troskovi

Zadatak (Domaca zadaca)

Zadana je linearna funkcija troskova T = 2x + 5.

a) Odredite funkcije prosje¢nih i grani¢nih troskova.

b) Nacrtajte grafove funkcije troskova, prosjecnih troskova i grani¢nih

c)

d)

troskova na istoj slici.

Za koju razinu proizvodnje su prosjecni troskovi minimalni?
Objasnite sto se dogada u ovom slucaju.

Kako se odmah mogao donijeti zaklju¢ak o minimalnim prosje¢nim
troskovima na temelju zadane funkcije troskova? Koristite svojstvo
tangente koje smo ranije spomenuli.
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Neka svojstva funkcije troskova

Funkcija troskova je u pravilu rastuéa funkcija na [0, +00).

Ako je funkcija troskova konveksna, tada se grani¢ni troskovi
povecavaju s porastom proizvodnje.

Ako je funkcija troskova konkavna, tada se grani¢ni troskovi
smanjuju s porastom proizvodnje.

Tangenta na graf funkcije troskova u tocki u kojoj su prosjeéni
troskovi minimalni prolazi kroz ishodiste koordinatnog sustava, a
funkcija troskova je konveksna u toj tocki.

Razina proizvodnje za koju su prosje¢ni troskovi minimalni,
prosjeni troskovi su jednaki grani¢nim troskovima.

Prosje¢ni troskovi padaju ako su veci od grani¢nih troskova.

Prosje¢ni troskovi rastu ako su manji od grani¢nih troskova. o/26

Zadatak 2
Zadana je funkcija troskova T = 45+/3Q + 22009.

Odpredite fiksne, varijabilne i prosje¢ne troskove.
Koliko je proizvoda proizvedeno ako su troskovi jednaki 50007

Odredite grani¢ne troskove za 10 proizvoda i interpretirajte
rezultat.

Odredite funkciju elasti¢nosti troskova.

Odpredite elasti¢nost troskova za 10 proizvoda i interpretirajte
rezultat.
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T =45/3Q + 2209

Rjesenje

a) Fiksni troskovi

Tr = T(0) = 45v/3- 0 + 2209 = 45 - 47 = 2115

Varijabilni troskovi

Ty =T — Tr =45y/3Q + 2209 — 2115

Prosje¢ni troskovi

T =45(/3Q 1 2209 |

45 45
T = ————— . (3Q+2209)) = ——— .3
2/3Q + 2209 (3Q ) 2v/3Q + 2209
B 135
~24/3Q + 2209

135 135
2./3-10 + 2209 2/2239

T'(10) =

~ 1.43

Ako na razini proizvodnje od 10 proizvoda proizvodnju poveéamo za

T — T _ v 3Q + 2209 jedan proizvod, troskovi ¢e se povecati za 1.43 nov&ane jedinice.
e Q
1 1
(v neéto)/ = -(nesto)’ | | (v/x) =
12/26 2v/nesto 2¢/x 14/26
b) 7= 1 | [T _45/307 2200

T = 5000 | ~ 2/3Q + 2200 = 45v3Q +

d
45/3Q + 2209 = 5000/: 5 . Q. . 0 135
, BT T T 45y3Q + 2200 2/3Q + 2209
91/3Q +2209 = 1000 / 30 30
81 - (3Q + 2209) = 1000000 2(3Q +2209)  6Q +4418
243@Q + 178929 = 1000000 )
e
243Q = 821071 3-10 15
E 10) = = ~ 0.0067
801071 re(10) = 5305 4218 ~ 2239
=3
Ako na razini proizvodnje od 10 proizvoda proizvodnju poveéamo za
Q ~ 3378.89 1%, trogkovi ¢e se povecati za 0.0067%.
Proizvedeno je priblizno 3379 proizvoda. 13/26
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Vizualizacija grani€nih troSkova

q = 2.437/18 + 0.2p2

1
b) g =243 (18+0.2p%)%

3
Kada je AQ =1, tada dT predstavlja q/ =243 . — (18 + 0.2[32)_Z . (18 + 0.2,02)/ =
T grani€ne troskove na razini proizvodnje Q.
3
=243--(18+0.2p*) 4 -0.4p =
T(Q+A4Q) | 3 (x") = mx"
=0.243p(18 +0.2p%) 4
3
E,o=L.q = d - 0.243p(18 +0.2p7) 4 =
9 2.43- (18 +0.2p?)%
1 2 . 2
— 10- (18 4+ 02p2)7 - (18 4+ 0.2p7)7 10 (18+020%)
__ P
= /
16/26 2p° + 180 ((ne$to)")” = n(nesto)" ! - (nesto)’ | 18/26
Zadatak 3

Zadana je funkcija ponude q = 2.43{/18 4 0.2p2.

a) Koliko se proizvoda nudi ako je cijena jednog proizvoda 100 kn.
b) Odredite funkciju elasti¢nosti ponude.

c) Odredite elasti¢nost ponude na razini cijene od 30 kn i
interpretirajte rezultat.
d) Odredite cijenu za koju je elasti¢nost ponude jednaka %

RjeSenje

a) g(100) = 2.43v/18 + 0.2 - 1002 ~ 16.29

Ako je cijena jednog proizvoda 100 kn, nudi se priblizno 16
proizvoda.
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c)
e o__ P
TP 2p2 1180
302
£qp(30) = 3 302 + 180

5
Eqp(30) = 7 ~ 0.45

Ako na razini cijene od 30 kn cijenu poveéamo za 1%, ponuda ¢e porasti
za 0.45%.
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d)
1
Eqp = 29
o~ 1
2p2 +180 22

22p2 = 2p + 180

20p*> =180 /: 20
p* =9
p=3

Na razini cijene p = 3 elasti¢nost ponude jednaka je %

S logx Inx
RjeSenje qg=(2p+1)log, (5p) log, x = -

a)

loga Ina

g =(2p+1) - log, (5p) + (2p + 1) - (log, (5p)) =

1
=2log, (5p) + (2p+ 1) - 5=

5pin4
2p+1 ! 1
_ | =
= 2log, (5p) + pin4 (log, %) xIna
E (10)—i ’(10)—i 716~121 |Eap=2-7
@\ T oy TV Teoe T T q
q(10) =(2-10+1) - log, (5 - 10) = 21 log, 50 ~ 59.26
2.10+1

21
Y 2t
10In4 °8:50+ 1977 0

Ako na razini cijene p = 10 cijenu pove¢amo za 1%, ponuda Ce se

q'(10) = 2log, (5 - 10) +

20/26 povecati za 1.21%. 22/26
2p+1
q=(2p+1)log, (5p) q' = 2log, (5p) +
plné
b) q(18) = (2-18 + 1) log, (5-18) = 37log, 90 ~ 120.099
Zadatak 4 Po cijeni p = 18 nudi se oko 120 proizvoda. P
Zadana je funkcija ponude g = (2p + 1) log, (5p). Eqp= q q
a) lzralunajte elasti¢nost ponude za cijenu p = 10 i interpretirajte E. (18) = 18 . q/(18) = 18 .7.97 ~ 1.195
rezultat. . q(18) 19) 120.099
b) Odredite koliko se proizvoda nudi po cijeni p = 18. Da Ii je za tu , 2-18+1 37
18) = 21 5.-18) + —— =2log, 90+ ——— ~ 7.97
cijenu ponuda elasti¢na ili neelasti¢na? q(18) o84 ( )+ 18In4 084 70 F 18In4
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Kako je |E;,(18)] = |1.195| = 1.195 > 1, zaklju¢ujemo da je ponuda
elasti¢na za cijenu p = 18.
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Zadatak 5
Funkcija potraZnje zadana je s Q@ = 2005 + 25 - 0.7".

a) Odredite elastinost potraZnje za p = 4 i interpretirajte rezultat.
b) Ako se cijena na razini p = 4 povela za 1%, da li ée prihod porasti
ili ¢e se smanjiti? Objasnite!

c) Odredite cijenu za koju je potraZnja jednaka 2010.

24/26

c)

prvi nacin

2005 + 25 - 0.77 = 2010
25-0.77=5/:25

0.77 =0.2
p = log,, 0.2
~ log0.2
log 0.7
p =451

Q =2005+25-0.7°

drugi nacin

2005 4 25 - 0.7 = 2010
25-0.77=5/:25
0.77=0.2 / log
log 0.7° = log 0.2

p-log0.7 =log0.2 /: log 0.7

_ log0.2
"~ log0.7

p =451
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Rjesenje () =a“Ina| | @ = 2005+ 25-0.7°
a) Eop= L Q'
Q =0+25-077-1n0.7 Q
4
Q =25-0.77-In0.7 E, ()= —— . Q'(4
Q7P( ) Q(4) Q ( )
Q(4) = 2005 + 25 -0.7* 4
Q(4) = 2011.0025 Ear() = Jo11.0005 - (721409%)
Q'(4)=25-0.7*-In0.7 Eqp(4) =~ —0.0043
Q'(4) = —2.14094

Ako na razini cijene p = 4 cijenu poveéamo za 1%, potraznja ée se
smanjiti za 0.0043%.
b) Ako se cijena na razini p = 4 poveca za 1%, prihod e se povecati
jer je potraZnja na toj razini cijene neelastitna, tj. |E, ,(4)] < 1.
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