Seminari 10

MATEMATIKA ZA EKONOMISTE 2

Rjesenje

a) 1.6.2011. 1.9.2013. 1.2.2016.

27 mjeseci 1 29 mjeseci X

m_q 12/7.063° — 1
Si=Ri-n- 1 =79 12/1.063 - = =2202.39

12/1.063 —

n —

: 29
Damir Horvat X =8 -r2=220239-%/1.063 = 2657.11
FOI, Varazdin
Julio 1.2.2016. raspolaZze s 2657.11 €.
2/28
b) 1.6.2011. 1.2.2016. 1.2.20109.
X 9000
Zadatak 1
Julio stedi za novi auto. Uplaéuje 79 € pocetkom svakog mjeseca kroz S» =9000 — X - r}?
27 mjeseci pocevsi od 1.6.2011. 12
S, = 9000 — 2657.11 - V1.063 ~ = 5808.39
a) Kolikim iznosom raspolaZe 1.2.2016.7 m_
ry? — n_
b) Koliko novaca Julio mora ulagati kvartalno tijekom iduce tri godine S =R 2 S=R-r- r =
. . N . . . rn—1 r—1
kako bi tada, zajedno s ustedevinom, mogao kupiti auto vrijedan 5 0
9000 €7 R, — 22\ _
2 R —1) n, = 12 kvartala
Na raniju usvted?vinu.takoder se obracunavaju kamate. Godisnja 5808.39 - ( Y1063 — 1)
kamatna stopa iznosi 6.3%. Y = > = 437.68
V1.063 - (V1.063 - 1)
Tijekom iduce tri godine Julio kvartalno mora ulagati 437.68 €.
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Zadatak 2

Rodlitelji su stedjeli za studij svoje djece. Od 1.11.2007. na raun su
uplacivali 420 € pocetkom svakog mjeseca tijekom 80 mjeseci. Od
1.2.2015. svako od dvoje djece dobiva mjesecnu rentu tijekom iduce

Cetiri godine. O kojem se iznosu radi ako je godiSnja kamatna stopa
4.5%7?

Zadatak 3

Netko uplati tri puta u razmacima od 9 mjeseci 15000 kn uz godisnju
kamatnu stopu 5.5%. Sest mjeseci nakon prve uplate podigne

12000 kn. Na osnovu svote s kojom raspolaZe Cetiri godine nakon prve
uplate Zeli primati postnumerando mjesecnu rentu visine 3500 kn.
Koliko ce takvih renti primiti i kolika je krnja isplata?

4/28 6/28
Rjesenje RjeSenje
1.11.2007. 1.7.2014. 1.2.2015. 0 6 9 18 48
80 mjeseci S 7 mjeseci A 15000 —12000 15000 15000
| . 150000
n_]- 121.480—1 : 39
S=R-r-——=420-¥1.085- O —1_ 3912133 150007
r— 1.045 — 1 " —12000r2
A=5S.r =30121.33./1.045 — 40138.84 ' 1500074
n n—1
A—R. %1) p A (r=1) A’ = 150007* — 1200072 + 150007% + 150001
ri=t.(r—1 rm—1
48 42
A = 15000 -/1.055 — 12000 - ¥/1.055
40138.84 - /1.045 - (/1.045 — 1) *
R = 5 = 910.33 12 39 12 30
1045 —1 + 15000 - v/1.055 4 15000 - /1.055
Svako dijete dobiva mjese¢no 455.16 €. 5/28 A" =39108.48 7/28




R Rjesenje
log
A — PR r"—1 . R—A-(r—1)
- r(r—1) - log r 2) 1.3.2=007. 1.3.2=011. 1.9.2=011. 1.10.=2011.
| 3500 48 mjeseci S’ —2000
og I
3500 — 39108.48 - (/1.055 — 1) 148 ] | —2000r
n = = . - |
log %/1.055 S'=R- P ' S'r
Dakle, n = 11, tj. moZe se primiti 11 isplata visine 3500 kn.
R =500 + 700 = 1200
Krnja isplata 27065"° — 1
1 5" =1200- — = 65332.50
R = (A’ - R- ﬂ) Ll R = 1710.93 v/ 1.065 —
rn.(r —
A= S'r" —2000r
Y1055 —1 12 1141 12 7 12
R" = |39108.48 — 3500 - 5 . 5 - 3/1.055 A =65332.50-Vv1.065 — 2000 -+/1.065
/1,055 - ( /1,055 — 1) - A 6576661 o
Zadatak 4 . g 7 RA' _—
Ivan ima briZne roditelje i strica Stjepana. Kako bi Ivanu osigurali A=R- - n= o A(r=1)
rn=t.(r—1) log r

bezbriZzno studiranje, njegovi roditelji zajedno sa stricom Stjepanom su
otvorili ratun u banci. Krajem svakog mjeseca tijekom Cetiri godine,
pocevsi od oZujka 2007., roditelji izdvajaju 500 kn, a stric Stjepan

700 kn i ukupni iznos uplacuju na Ivanov racun. Zbog troskova upisa na
fakultet, Ivan je sa svojeg racuna 1. rujna 2011. godine podigao

2000 kn.

a) Od 1. listopada 2011. Ivan Zeli po&etkom svakog mjeseca primati
rentu u iznosu od 1200 kn. Koliko takvih isplata Ivan moZe primiti
temeljem iznosa s kojim raspolaZe na svojem racunu?

b) Kolika je krnja isplata?

Godisnja kamatna stopa je 6.5%.
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o8 1200 - /1.065
1200 - /1.065 — 65766.61 - (%/1.065 — 1)

n= = 64.42
log %/1.065
Dakle, n = 64, tj. lvan moZe primiti 64 isplate visine 1200 kn.
b) Krnja isplata
/ r"—1 /
R=(|A-R- ——— | - 1" R =506.70
rm=1.(r—1)
127065 — 1 64
R = | 65766.61 — 1200 - v - X/1.065
127065 (12 1.065 — 1) .




X = 4000 - (1.0512)° — 5252.22 - (1.0512) = 1786.71

S_PR r" —1
a) Drugi natin: preko prenumerando uplata AR
Zadatak 5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 | dekurzivni
Tomislav je uloZio u banku 4000 €. ey kvartalni C_IEkurZ'\m'
4000 kamatni faktor
a) Kolikim e iznosom raspolagati na kraju osme godine ako u ' _S r =+/1.051
posljednje tri godine bude podizao iz banke po 500 € pocetkom ! 8 o o
1 400015 godi¥nji dekurzivni
svakog kvartala? ! Kamatni faktor
b) Ukoliko od kraja desete godine od raspoloZivog iznosa Tomislav Zeli 1 ry— 1.0512
primati prenumerando mjesecne isplate visine 300 €, koliko takvih S=R-n- rn—1
isplata moZe primiti i kolika je krnja isplata? 12
——— +/1.051 —1
Polugodisnja kamatna stopa je 5.1%. 5 =500-v1.051- V1051 —1 7078.798
X = 40008 — S
X = 4000 - (1.0512)° — 7078.798 = 1786.71
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Rjesenje Al r"—1 )y 0 1 23 4 5 6 7 8 9 10
=R =7 o
a) Prvi nacin: preko prenumerando isplata r (r—1) 4000 X
(,) } ? :? z} 5 ? ? ? kvartalni dekurzivni godisnji d.ekurzivni mjesedni c-iekurzivni |—y: Xr22
[ . . . . e fres s . Kamatni faktor kamatni faktor kamatni faktor
4000 -Y ry = 1.0512 ry = 91.051
i3 rn = +/1.051
| 2 2
! 4000, £0disni dekurzivn A= Xr; =1786.71 - (1.051°)" = 2180.04
L 2 kamatni faktor R-r
n_ I
y—Rr. -1 r, = 1.051% a1 B R A (51
n (n—1) a 1. (r—1) N log r3
12
Y =500 VL —1 = 5252.22 o 300 V1.051
= 12-1 = :
Vv1.061° "+ (/1.051 — 1) ® 300 ¥1.051 _ 2180.04 (V1.051 - 1)
n= - — 7.46
X = 400075 — Yr; log v/1.051
13/28 Tomislav moZe primiti ukupno 7 mjese¢nih isplata visine 300€.  15/28




Krnja isplata

i —1
R=|A-R.- —32 ~— )./
( fsnl'(fa—l)) E

Y1051 — 1

7
= . V/1.051
Y1051 . (\6/1.051 _ 1)

R = | 2180.04 — 300 -

R =139.19

Krnja isplata iznosi 139.19 €.

Zadatak 6
Godine 2000. ustanovljena je znanstvena zaklada za Skolarine s fondom

od 300000 € tako da kamate omogucuju vjecne rente visine 40000 €

krajem svake godine.

a) Uz koju je godisnju kamatnu stopu uloZen polazni iznos?

b) Na kraju 2010. godine kamatna stopa je promijenjena na 9.5%.
Kolika je u tom slucaju visina godisnjih, a kolika mjesecnih isplata
krajem razdoblja?

c) Umjesto da se nastavi s vje¢nim isplatama, od 2015. godine
zaklada se odlucila za konacni broj isplata visine 40 000 € krajem
svake godine. Koliko je takvih renti moguce isplatiti i kolika je

krnja isplata?
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a) A,_=300000, R =40000
e Postnumerando slucaj
R R . r—14+ P
(A;o——)-rZAéo — A= © o1 ~ 7100
r r—1 b
A (r—-1)=R r—1=—
n __ 1 o0
A= lim A = lim R ————— o 100
n—o0 n—o00 r-(r— ) r_]':A_/ p:]_OO(F—].)
e Prenumerando slucaj o0
=100-(1.1 -1
Ao—R)-r=A A, =" RS Pl (LY
(oo— )-r— o © =9 _Af)o p=13.33
Ao = lim A= lim R- — 1 r= 000 1 Godinja kamatna stopa iznosi
o= lim A= lm R ——F— = odinja kamatna stopa iznosi
n—o00 n— 00 rn—1. (r — 1) 300000 13.33%
17 R
e Veza izmedu postnumerando i prenumerando vje¢ne rente r= 15 ~ 11333
A=A, +R 17/28 19/28




b) Al =300000, R =40000, p=9.5% w

e godidnji kamatni faktor: r = 1.095
Rgod = AL (1 — 1) = 300000 - (1.095 — 1) = 28500

Visina godisnjih isplata jednaka je 28 500 €.

e mjese¢ni kamatni faktor: r, = 19/1.095
Rmj = Al(r2 — 1) = 300000 - ( /1.005 — 1) = 2277.46

Visina mjese¢nih isplata jednaka je 2277.46 €.

Zadatak 7

Poslodavci su odlucili osnovati fond za stipendiranje trideset studenata
informatike. Po zavrSetku studija stipendiju dobiva novi student.
Stipendije polinju s isplatom 1. rujna, a po studentu iznose 1200 kn
mjesecno.

a) Koliki iznos trebaju poslodavci uplatiti u fond 1. rujna da bi fond
imao dostatna sredstva?

b) Ukoliko odluce stipendije isplacivati kvartalno u iznosu od 3600 kn,
hoce li isti iznos biti dostatan?

Godisnja kamatna stopa iznosi 8%.
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c) A’ =300000, R =40000, p=9.5% Rjesenje R
. o r—1
® broj isplata a) Ry =30-1200 = 36000, n — ¥1.08
. R o 40000
ER_A-(r—1) 40000 _ 300000 - (1.095 1) Rin 36000 /1.08
n— - = - = 5631248.92
log r log 1.095 n—1 2708 —1
n=13.74 Poslodavci trebaju uplatiti 5631 248.92 kn.
Moguce je isplatiti ukupno 13 takvih renti visine 40 000 €.
b) R, =30-3600 = 108000, r, = +/1.08
e krnja isplata A
: R 1 Y1
R—(pg—p. =L . om A = 22 = 084000 08 _ 5667402.84
rme(r—1) rn—1 v1.08 — 1
1.09513 — 1 U ovom sluéaju poslodavci bi trebali uplatiti veéi iznos.
R’ = ( 300000 — 40000 - - 1095131
( 1.09513 - (1.095 — 1))
R' = 29760.13 21/28 23/28




Zadatak 8

Rajka je odlucila Stedjeti na nacin da krajem svakog mjeseca iducih 10
godina uplaéuje na posebni bankovni ratun 10% svoje place. Trenutno
zaraduje 3500 kn mjese¢no, a godisnja stopa rasta place je 2.1%. Banka
svoju imovinu ukamacuje uz godisnju kamatnu stopu od 4.3%. Nakon
isteka 10 godina, dvije godine nije trosila ustedevinu, a zatim je odlucila
da krajem svakog mjeseca iducih 5 godina podigne odredeni iznos tako
da svaki mjesec podigne 20 kn vise nego prethodni mjesec. Koliko je
Rajka ustedjela tijekom deset godina? Kolika je visina prve i posljednje
isplate?

24/28

uplate: R, gR,q*R,...,q" 'R (-
qg-—r
e Ukupna vrijednost svih uplata nakon 10 godina
A qg"—r" 1.021%0 — 1.04310
s =5 = 4282.15 - =56933.91
qg—r 1.021 — 1.043

e Dvije godine nije bilo isplate ustedevine

X =S.1.0432 = 56933.91 - 1.0432 = 61935.5
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RjeSenje
e 10% Rajkine mjese¢ne plaée: R = % -3500 = 350
e Ukupna vrijednost uplata na kraju prve godine

o1 1270437 _ 1
— 350 —
r—1 1.043—1

S=R. = 4282.15

Placa godisnje raste za 2.1% pa je godinji faktor rasta plaée
g = 1.021. Stoga se mjesecne i godidnje ukupne uplate poveéavaju
za isti postotak.

Mjesetne uplate tijekom pojedine godine kroz 10 godina

R, gR, ¢°R, ..., ¢°R.

Ukupne uplate tijekom pojedine godine kroz 10 godina

5/7 qSI’ q25/7 e q951. 25/28

isplate: R,2R,3R,...,nR

A R rm—1 n
A = - —
r—1 (r"l(r —1) r")

e Iznos potreban za povecanje isplata (20 kn)

A R rm—1 n
A = - —
r—1 (r”—l(r—l) r”>

P ¥1.043% — 1 60
V1043 -1\ R10a3™ " (¥1043-1) W1043"

A = 31810.74
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rm—1

A=R. I~
rme(r—1)

e Dio za fiksnu isplatu

F=X—-A=619355—31810.74 = 30124.76

IL'_\\) _ ﬁ ) r"(r — 1)
m—1
. 10437 - (%1083 1)
R = 30124.76 - =
Y1043 —1
R = 557.76

e Prva isplata: 557.76 +1-20 = 577.76

e Posljednja isplata: 557.76 + 60 - 20 = 1757.76
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