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o (x) =200 g X
RjeSenje
- . .e . .e a) Treba pronadi nultotke funkcije P na segmentu [0, +00).
Neke primjene derivacija realnih funkcija ) P ) & [0, +o¢)
.. 1600
realne varijable 200- 7% _X:O/'(X+8)
MATEMATIKA ZA EKONOMISTE 1 200(x + 8) — 1600 — x(x +8) =0
200x + 1600 — 1600 — x> — 8x = 0
—x?+192x =0
Damir Horvat
FOI, VaraZdin X (_X + 192) =0
X1 = O, Xp = 192
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1600
P(x) = 200 — —
(x) =200 =8 =
Zadatak 1

Zadana je funkcija prihoda

1600
— X

P(x) = 200 —
(x) x—+8

u ovisnosti o broju proizvoda x.

a) Odredite sve koli¢ine proizvodnje za koje je prihod jednak 0.

b)

c) Odredite intervale monotonosti funkcije P na [0, 4+00).
)

d

Odredite koli¢inu proizvodnje za koju se postize maksimalni prihod.

Odpredite koli¢inu proizvodnje nakon koje prihod postaje negativan.
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b) Treba pronadi globalne ekstreme funkcije P na segmentu [0, +00).

1600_X
x+38

P(x) = 200 — 1600(x + 8)~* — x

P(x) = 200 —

P'(x) =0—1600- (1) (x +8)2-(x +8) — 1
P'(x) = 1600(x +8) -1 —1

1600

P/(X) = (X+ 8)2 —1

((neéto)”)/ = n(nesto)" ! - (nedto)’ | | (x") = nx

3/27




1600 1600 1600 1600
P'(x) = —1 P =¥ — — P'(x) = —1 P =2 — —
1600 e : D
(x 8y 0/ x + 8)? e Ispitivanje karaktera stacionarne tot¢ke pomocu prve derivacije
0 32 +00
1600—(X+8) =0 ax?+bx+c=0 pr ‘ " ‘ ‘
) —b+Vb? — 4ac
1600 — x* —16x —64 =0 | *x12= 2 P ‘ ~ ‘ N ‘
—x?>—16x+1536=0 1600
P(32)<_.200<—-§§———§ —32=128
—16) £ /(- (—1)-1536
X1,2 = 5. (_1) e Na [0, +00) postize se globalni maksimalni prihod za 32 proizvoda
i on iznosi 128 nov¢anih jedinica.
Xip = 16 + 80 stacionarna tocka ) Funkdija prihod _ v (0,32)
< C) Funkcija prihoda raste na intervalu (0, .
x € [0, +00) 2 ¢ na [0, +00) Je P |
x = —48, [x, = 32 Funkcija prihoda pada na intervalu (32, +o0).
4/27 6/27
P/(x) = 1600 i () — 200 1600 d) 0 32 400 Kako prihod pada na (32, +00) i jednak je
~ (x+8)2 (x) =  x+8 p! ‘ + ‘ _ ‘ nula za x = 192, zaklju€ujemo da je prihod
e |Ispitivanje karaktera stacionarne to¢ke pomocu druge derivacije P ‘ e ‘ Ny ‘ ;Sgatlvan ukoliko je broj proizvoda veci od
P'(x) = 1600(x + 8) 2 — 1 '
P
P"(x) = 1600 (—2)- (x+8)3-(x+8) -0 180 1 1600
5 P(x) = 200 — i
1" _ -3 X
P"(x) = —3200(x +8) -1 108 |
—3200 —3200 -1 100 +
P"(x) = P'(32) = —— = =—<
)= re) (32) = 38 ~ /
P(32) =200~ 2% 35 108 lokalni maksimum "
32+8 1 1 1 1 1
e Kako je P”(32) < 0, maksimalni (lokalni) prihod se postize za 32 0 32 60 100 150 192 250 X
proizvoda i iznosi 128 nov&anih jedinica. =50 +
e |z ovog rauna opcenito ne moZemo zakljuditi je li taj maksimum
ujedno i globalni na [0, +00). —100 ¢
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Graf funkcije P na prirodnoj domeni

RjeSenje

PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA, P=p-q

a

C

d
slu¢aju?

Neka je p cijena jednog proizvoda, a koli¢ina q prodanih proizvoda
ovisi o cijeni p i dana je funkcijom q(p) = 1200 — 4p.

Odpredite funkciju prihoda u ovisnosti o cijeni.

Odredite za koju cijenu se ostvaruje maksimalni prihod.

e) U kojim granicama cijene i koli¢ine je prihod pozitivan?

)

b) Odredite funkciju prihoda u ovisnosti o koli¢ini prodanih proizvoda.
)
)

Koliko iznosi maksimalni prihod i koliko se proizvoda proda u tom

9/27

1t P
50 | P(x) = 200 — 1600 a) Prihod kao funkcija cijene: P(p) = p- q(p)
} x+8
| P(p) = p - (1200 — 4p) = —4p* + 1200p
2881 X =8 b) Prihod kao funkcija kolicine proizvodnje: P(q) = p(q) - g
128 1
; g = 1200 — 4p
250 —150 —48 | 32 100 102 ~-300 X 4p=1200-q/: 4
| 1
—200 ff p:300—zq
i 1 1,
—4001; P(q) = | 300 — 29)9=—449 + 300q
8/27 10/ 27
q(p) = 1200 — 4p|
s . _ 2
Zadatak 2 c) Treba pronaci ekstreme funkcije P(p) = —4p* + 1200p.

P'(p) = —8p + 1200
—8p +1200 =0
—8p=—1200 /: (—8)
p = 150
P'(p)=—-8,  P"(150) = -8 <0

Maksimalni prihod se postize po cijeni od 150 novanih jedinica.
d) Maksimalni prihod iznosi 90 000 nov&anih jedinica i pritom se proda
ukupno 600 proizvoda.
P(150) = —4 - 150 + 1200 - 150 = 90000

q(150) = 1200 — 4 - 150 = 600
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P(p) = —4p* + 1200p
— 4p® 4+ 1200p =0
pr =0, p» =300

Prihod je pozitivan za cijene
p p € (0,300).

ol

1
P(q) = —>q¢* + 300q
90000 + 4

1
- Zq2—|—300q =0

g1 =0, g2 = 1200

60000
30000 ¢

Prihod je pozitivan za koli¢ine

: 1 1 q
ol 300 600 900 1200 g € (0,1200).
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1,
p(x) = 5 10x + 300

RjeSenje

a) Za crtanje parabole odredimo nultotke i tjeme.

1 2
X —10x+300—0/-12

x? — 120x + 3600 = 0

—(—120) + /(~120)Z — 4 - 1 - 3600
2.1

120+0
2 ‘ dvostruka nulto¢ka

X12 =

X1,2 =

X1:X2:6O

ax?+bx+c=0

—b++/b% —4ac
2a

X1,2 =

14 /27

Zadatak 3

Ovisnost cijene o potraZnji dana je funkcijom

1
p(x) = EXZ —10x +300, 0 < x <60.

a
b

Nacrtajte graf funkcije p.

Izrazite prihod u ovisnosti o potraZnji.

d

e

)
)
c) Uz koju potraZnju se ostvaruje maksimalni prihod i koliko on iznosi?
) Uz koju cijenu se postize maksimalni prihod?

)

Skicirajte funkciju prihoda i odredite njegove tocke infleksije.
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1
p(x) = 55 = 10x + 300

e Tjeme parabole: T(60,0)

p’(x):%x—lo
1
6x—10=o/-6
x —60 =

x = 60

1
p(60) = o 60° — 10 - 60 + 300

p(60) =0
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1
p(x) = —=x2? — 10x + 300

12
p
400 T(60,0)
0) = 300
300 p(0)
p(120) = 300

200 +

100

e
0

20 0| 20 40 60 80 100 120 140 X

e Funkcija potraznje x(p) je u pravilu padajuéa funkcija pa je i

funkcija p(x) u pravilu padajuéa. Zato gledamo x € [0, 60]. 1621

1
P(x) = Ex3 — 10x? + 300x

c) Derivacija funkcije prihoda
1
P'(x) = ZX2 — 20x + 300
Trazimo nultotke prve derivacije.

1
Zx2—20x+3oo:o/.4

x%> — 80x +1200 =0

—(—80) + \/(_80)2 —4.1-1200
2-1

80440
X1,2 = 5 stacionarne tocke

X1,2 =

ax?+bx+c=0
—b++/b% —4ac

2a 18/27

X1 = 60, Xy = 20

X1,2 =

PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA, P =p-x

b) Prihod kao funkcija potraznje: P(x) = p(x) - x

1
P(x) = (Ex2 —10x + 300> - X

1
P(x) = Ex3 — 10x? 4 300x

Nultocke funkcije prihoda: x; = x, =60, x3 =0

17 /27

1 1
P'(x) = Zx2 —20x +300| | P(x) = EX3 — 10x? + 300x

e Druga derivacija funkcije prihoda
1

P"(x) = 5X 20
" 1 —
P"(60) = 5 60—-20=10>0 ’ lokalni minimum ‘
1
P"(20) =520~ 20=~10 <0 | lokalni maksimum |
1
P(60):E-603—1O.602+300-60:0
1
P(20) = o 20° — 10 - 20 +300 - 20 = @ ~ 2666.67

e Maksimalni (lokalni) prihod se postiZe za koli¢inu od 20 proizvoda i

iznosi 2666.67 nov&anih jedinica.
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1 1
p(x) = Ex2 —10x +300| | P(x) = Ex3 — 10x2 + 300x

d) Maksimalni (lokalni) prihod se postize za koli¢inu od x = 20
proizvoda i iznosi 2666.67 nov&anih jedinica.

1
p(20) = o 20% — 10 - 20 + 300

400

p(20) = 3

p(20) ~ 133.33

Maksimalni prihod se postize za cijenu proizvoda od 133.33
nov&ane jedinice.

1
P’(x) = =x—20

1
5 P(x) = —x3 — 10x? + 300x

12

Za preciznije nacrtani graf moZemo jo$ odrediti intervale konveksnosti i

konkavnosti.
1
—x—20:0/.2 —0 0 +oo
: Pl - |+ ]
x—40=0
Pl vl

x =40
AN to&ka infleksije

4000
o P(40) = =~ ~1333.33

e Funkcija P je konveksna na intervalu (40, 400).
e Funkcija P je konkavna na intervalu (—oo, 40).

20/27 22/27
1, 1, ) —00 40 +Ho0 —00 20 60 +o0
P/(X):ZX — 20x + 300 'D(X):EX — 10x“ + 300x p ‘ _ ‘ n ‘ pr ‘ n ‘ B ‘ n ‘
Plnlv] Pl N7
e) Za crtanje grafa svakako treba odrediti intervale monotonosti i p
lokalne ekstreme funkcije P. globalni maksimum
3000 + na [0, 60]
—00 20 60 +00 2666.67 T
P’ ‘ + ‘ - ‘ + ‘ 2000 | globalni minimum
p‘/“\‘]‘ na [0, 60]
1333.33 +
e Funkcija P pada na intervalu (20, 60). 1000  / [globalni minimum
e Funkcija P raste na intervalima (—oo,20) i (60, +00). )760]
20 0 20 40 60 80 X
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Zadatak 4

Zadana je funkcija troskova T(x) = 0.01x? + 4x + 680. Cijena p

Jjednog proizvoda u ovisnosti o broju prodanih proizvoda dana je
i — 1

funkcijom p(x) = 12 — 55X

a) Odredite funkciju profita u ovisnosti o broju proizvoda.

b) Odredite za koju koli¢inu proizvodnje se ostvaruje maksimalni
i koliko on iznosi.

c) Koliki su troskovi u slu¢aju maksimalnog profita?

d) Odredite za koje kolitine proizvodnje je profit pozitivan.

profit
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b) Treba pronaéi ekstreme funkcije D(x) = —0.012x? + 8x — 680.

D'(x) = —0.024x + 8
—0.024x +8=0
—0.024x = —8 /: (—0.024)

T(x) = 0.01x? + 4x + 680 x = 333.33

D"(x) = —0.024,  D"(333.33) = —0.024 < 0
D(333.33) = —0.012 - 333.332 + 8 - 333.33 — 680 = 653.33

Maksimalni profit se postiZe za priblizno 333 proizvoda i iznosi
653.33 novcane jedinice.

c) Troskovi kod maksimalnog profita iznose 3124.41 nov&anih jedinica.
T(333.33) =0.01- (333.33)2 + 4 -333.33 + 680
T (333.33) = 3124.41
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RjeSenje

2) PROFIT (ili DOBIT) = PRIHOD — TRO3KOVI

PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA
e Prihod kao funkcija potraznje

1 1,
P(x) = p(x) - x = (12—%x) X = —paeX + 12x

e Profit kao funkcija potraznje

1
= (_%% + 12x) — (0.01x* + 4x + 680) =

= —0.012x% + 8x — 680

2527

d) TraZimo nultotke funkcije D(x) = —0.012x? + 8x — 680.

D
800 |
—0.012x2 +8x — 680 = 0
653.33 |
x =100, x = 566.67
400 + tjeme: (333.33, 653.33)
200 |
o 1bo 33333 s66.67 *

Profit je pozitivan za koli¢inu proizvodnje x € (100, 566.67).
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