Neke primjene derivacija

MATEMATIKA 2
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(F1Y(y) = Fx) y = f(x)
Zadatak 2
Neka je f(x) 8x + 1)3 i neka je g inverzna funkcija od funkcije f.

= (_
Odredite g'(1) bez direktnog odredivanja pravila pridruZivanja od

funkcije g. 1
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Zadatak 1 (FYY(y) = 1 _
y) =7 v Y= f(X)
Odpredite derivaciju arkus sinus f'(x) Zadatak 3
funkcije pomocu formule za Izracunajte sljedele limese:
derivaciju inverzne funkcije. oy 1 . In(84¢)
arcsin x)’ =
" v . ( ) \% ]- - X2 3) xkrpoo 2X
Rjesenje .y
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& L'Hospitalovo pravilo (In (”e§t°)>, = netto (nesto)’
og; ; Zadatak 4
/
i In(8 +¢e¥) ¢ im (In(8+e)) (Inx) = > Pomocu L’Hospitalovog pravila izralunajte limes
x—+00 2x x—+00 (2x)’ = .
lim <3X2e’x )
X—+Fo00
1 e
< (84 e g
= |lim 8+e = |im Brer _ Rjesenje
X—400 2 X—40c0o
% L'Hospitalovo pravilo ¢ xkrl]oo (3X ) =3 (:I:OO) 3 (+OO) o0
e~ 1 3 e~ g 1 (eX) o lim e = (@E® =g >—0
= |lim —— == |lim = — |lim —2— = x—74o00
x—o+00 2 (8+ &)  2xo4084 X 2 x—+too (84 €X) _ _ , .
e Radi se o neodredenom obliku 0 - co pa ¢emo ga prije primjene
L'Hospitalovog pravila svesti na neodredeni oblik =.
1 ’ e 1 im 1 1 1 1 o
2 x40 X 2 x—+o0 2 2
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Napomena

e Ako je lim (f(x)- g(x)) oblika 0 - co, tada na njega ne moZemo
X—C

direktno primijeniti L'Hospitalovo pravilo.

e Ako Zelimo na neodredeni oblik 0 - oo primijeniti L'Hospitalovo
pravilo, moramo ga prije primjene tog pravila svesti na neki od
neodredenih oblika g il =

0 -ioo § %
lim (£(x) - 8(x)) = lim L) = jim £%)
O
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= lim ———— = Iim > =
x—too &+ (x2)) x—too 2xeX

et m 5 =
x—+oo eX —+ 00

eE®) = et = 40
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Napomena

e Ako je lim f(x)8™) nekog od oblika 1°°, 00 ili 0°, tada na njega ne
X—C

mozZemo direktno primijeniti L'Hospitalovo pravilo.

e Najprije treba logaritmirati izraz f(x)8() i izratunati limes
logaritmiranog izraza koji je oblika 0 - co. Ranije je ve¢ objasnjeno
kako se primijenjuje L'Hospitalovo pravilo na neodredeni izraz
oblika 0 - co.

log, xX = k - log, x

1007000700 0-0c0

t i

lim £(x)&>) lim (In f(X)g(X)> = lim <g(x) “In f(x))

Zadatak 5

Pomocu L’'Hospitalovog pravila izracunajte limes

lim (1 + sinx)?c&>,
w3

RjeSenje

o lim (I+4sinx) =1+sin3r=1+4(-1)=0

3
X—3m

e lim (2ctgx) =2ctg 3r=2.0=0
x—3n 2

e Radi se o neodredenom obliku 0° pa éemo najprije izradunati limes

logaritmiranog izraza In (1 + sin x)?<%x,

X—C X—C X—C
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Napomena ctgx = — 00 (tex)' = oo
tg x i
lim (In (1+sinx)2°tgx> = lim (2ctgx-|n (1+sinx)> =
X*}%ﬂ XH%W
e Pretpostavimo da je limes logaritmiranog izraza jednak A, tj. € L'Hospitalovo pravilo
o0
lim (In f(x)g(x)> = A i 2In (1 +sinx) fr'ﬁ:‘ (2In (1+sinx)),
x—e = lim —— = |im =
. . y o xadm 18X x—r3m (tgx)’
e Kako limes i neprekidna funkcija komutiraju, dalje dobivamo
() 0
. 00\ b
n (l@c Fix) ) =A (1 + sinx)’ 2 cos x 9&
. 1l4sinx . 14sinx .. 2cos?x
odnosno = |||’T31 1 = ||n;\ -1 = |||’T31 m =
. g(X) o A X‘)Eﬂ' X*}Eﬂ' X‘)ETI'
J(inc F(x)F = e cos? x cos? x
v, / _ v, / ! __ 1 H ! —
(In(nesto))” = — (netto)’ | | (Inx) = » (sinx)’ = cos x )
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cos® x = (cos x)3

Zadatak 6

Neka je a > O proizvoljni realni broj. Izralunajte limes
9 L'Hospitalovo pravilo
0 fﬁ’ﬁ ’ Ina
Im xlnx,
l\_l’ 2 cos® x i (2 cos® x)’ ' 2 -3cos? x - (cos x)’ X0+
xoin ldsinx xo3x (L4sinx)  xoix Cos X
RjeSenje
. 6cos?x - (—sinx _ : :
= lim ( ) = lim (—6sinxcosx) = e lim x=0
X‘)%ﬂ COs X Xﬁgﬂ x—04
. Ina Ina
. =0+ Inx  —o0
:—6-sm§7r-cos§7r:—6-(—1)-0:0 X

e Radi se o neodredenom obliku 0°. Medutim, njega ¢emo lako
rijeSiti elementarnim transformacijama bez upotrebe
L'Hospitalovog pravila.

((neéto)”)/ = n(ne¥to)" ! - (nedto)’  (x") = nx"*
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log, xX = klog,x  alogx — x
e Dakle, dobili smo
00
lim (In (1+sin x)2°tgx> = 0.
X—)%T( %, 1
: na : In xinx : 3.1 x : Ina :
lim xnx = |im e = lim el = lim e"" = lim a=a
e Limes i neprekidna funkcija komutiraju pa slijedi x—0+ x—0+ x—0+ x—0+ x—0+
In{ lim (1+sinx)><®e* | = 0. S . . . —
X%%W( ) e Navedeni primjer pokazuje kako neodredeni izraz 0° moZe poprimiti
bilo koju pozitivnu realnu vrijednost.
e Stoga je konaéno
lim (1 +sinx)?®* = ¢ = 1.
X%%ﬂ'
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Napomena

e lako je 0° neodredeni izraz, u matematici se svejedno definira da je
0° = 1. Za to postoje opravdani razlozi. Jedan od jednostavnih
razloga koje ovdje moZemo lako objasniti je binomni teorem

(a+b)" = kzzo (Z) akpm .

Ako stavimo a =01 b =1, tada dobivamo da je lijeva strana
jednaka 1" = 1, a desna je jednaka 0°. Ako Zelimo da taj teorem
vrijedi za ovaj sluaj, tada moramo definirati da je 0° = 1.

e Rije¢ima reeno, nula na nultu jednako je jedan. U ovom slucaju se
ovdje ne radi o neodredenom izrazu.
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Zadatak 7

Odredite jednad?bu tangente na graf funkcije f(x) = x — x? koja je

paralelna s pravcem y = %x - 1.

RjeSenje
|

° p...y:%x—l, t...

etlp = k=ky —> |k =13 %=z Yo = L
f/(X):kt

2y — 3
(X X)_4

_3 _1:§<_1)
1—2x_z/-4 Y- =3 (x5
7

4 —-8x=3 _3 3

—8x=-1

=
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Napomena

e U sluaju radunanja limesa, izraz 0° takoder radi jednostavnosti
&itamo nula na nultu. Medutim, u ovom kontekstu 0° ima potpuno
druk&ije znacenje.

e U kontekstu limesa, 0° je preciznije &itati beskona&no mali broj na
beskonac¢no mali broj. Drugim rije¢ima, baza i eksponent nisu
doslovno jednaki nula, veé su to beskonatno male veli¢ine, tj.
brojevi koji su po volji jako blizu broja nula.

e Prethodni zadatak pokazuje kako u tom slu¢aju ne mozemo
definirati €emu je jednako 0° jer je to zaista neodredeni izraz koji
mozZe poprimiti bilo koju pozitivnu realnu vrijednost, ovisno o
odnosu beskona¢no malih veli¢ina u bazi i eksponentu.
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2 2 _ d a 1 Xo M
xX2+y?=10/4 ) klz_ﬁ:_g P
2x—|—2yy’:0/:2 Yo
, k2:6X0—13:61—13:—7
x+yy' =0
-~ - | |3
Zadatak 8 Yy =—-x tg 1 = # = |10 2
. v . 9 .2 : ) , X ,_dy +35 - (=7) 3
Zadana je kruZnica x* + y~ = 10 i parabola y = 3x~ — 13x + 13. y=— Y=
Y o1 =arctg2 [ = 63°26"6"
a) Odredite kut izmedu zadanih krivulja u to¢ki njihovog presjeka s o= X
L= —=
apscisom 1. y b) X 3 X Vo
b) Odredite kut izmedu zadanih krivulja u to¢ki njihovog presjeka s ) k= ——= 17 -3 B(3,1)
<om 3 y =3x?—13x + 13 Yo
apscisom . , ky=6x—13=6-3—-13=5
y oo 3-5 8 4
ke = bx — 13 tg¢2:‘1+(—3).5':‘—14‘:7
ki — ko 4
tgp = = arctg = = 29°44'42"
gy ‘1—|—k1k2 ¥2 g7 P2
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RjeSenje

e Ako je xo = 1, tada iz y = 3x2 — 13x + 13 slijedi
Yo=3-1-13-1+13=3.
Kako je 12 + 32 = 10, totka A(1,3) takoder leZi na kruZnici
x? + y? = 10.
e Ako je xo = 3, tada iz y = 3x? — 13x + 13 slijedi
Yo=3-3-13-3+13=1.
Kako je 3% + 12 = 10, totka B(3,1) takoder lezi na kruZnici
x? +y? =10.

e Dakle, trebamo pronaci pod kojim kutovima se sijeku zadane
krivulje u totkama A(1,3) i B(3,1).
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(y=3¢-13x+13)
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Zadatak 9

Odredite intervale monotonosti i ekstreme funkcije f(x) = x* +4x —5.
RjeSenje

e Domena funkcije f jednaka je D = R.

Derivacija funkcije f jednaka je f'(x) = 4x3 + 4.

TraZimo nultocke derivacije kako bismo dobili stacionarne tocke.

B3 4+4=0 = 4 =—4 — X*=-1 = [x=—1]

x = —1 je jedina stacionarna tocka funkcije f.

Karakter stacionarne to¢ke moZemo ispitati pomocu prve derivacije
ili pomocu druge derivacije.

f(x)=x*+4x—-5

fl(x) =4x3+ 4

Ispitivanje karaktera stacionarne totke pomocu druge derivacije

o f(x)=12x% f'(-1)=12-(-1)2=12>0
e Kako je f/(—=1) =01 f"(—1) > 0, zakljutujemo da u to¢ki x = —1
funkcija f postize lokalni minimum koji je jednak

f(—].) — (_1)4 +4. (—1) —5=-8.

e U ovom slu€aju nije odmah jasno radi li se o globalnom minimumu
kao $to je to bilo jasno iz prethodne tablice preko prve derivacije.

e |sto tako, ako Zelimo dobiti intervale monotonosti, onda to
moramo raditi preko prve derivacije. Preko druge derivacije ne
moZemo dobiti intervale monotonosti funkcije, nego intervale
konveksnosti i konkavnosti (tema iduéih seminara).
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fl(x) =4x>+ 4 f(x)=x*+4x—5 y
8 1
Ispitivanje karaktera stacionarne tocke pomocu prve derivacije 6l
—00 -1 400
AN
s [ 2|
f(-1) = (-1)* +4-(-1) ~5=-8 4 > 3 x

e Funkcija f postiZe lokalni minimum u to¢ki x = —1 i on iznosi
f(—1) = —8. U ovom slu¢aju taj minimum je ujedno i globalni
minimum jer nakon $to funkcija prestane padati, nakon toga stalno
raste.

e Funkcija f strogo pada na intervalu (—oo, —1), a strogo raste na
intervalu (—1, 400).
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tocka
globalnog
minimuma

f(x)=x*+4x—-5
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Zadatak 10

U kruZnicu polumjera 2 upisan je pravokutni trokut. Odredite duljine
stranica trokuta tako da njegova povrsina bude maksimalna.

Rjesenje c—4 a2 + b? = ¢2? < Pitagorin teorem
C >+ b>=16
= B =16 — 2
b=+vV16 — a2 e&vwww»-H >0
b =16 — a?
A B
pP— lab povrsina pravokutnog
o 2 trokuta
1
P = 52\/16 — a2

|0A| = |OB| = r =2
— — — Za\/ _ 2
c=2r=4 % Talesov teorem P(a) av16 —a
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2
P'(a)=0 p/a:8_—a P _1 16 — 22
e Y oyl B R

ik . -~

16—a°>20 & a°<16 & ae[—4,4]
8—a’=0
a?=8 C:4/—>0 2v2 4
a=42v2 ewnla>0 ‘ ‘ ‘

= Funkcija P u totki a = 2v/2 postiZe globalni maksimum 4 na

segmentu [0, 4]. P —4
P(2v2) :%-2\/5- 16— (2v2)" =v2-V/8=116 =4

— V16— a2 = /16 — (2v2)* = V16 — 8 = VB8 = 212
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e TraZimo maksimum (ukoliko postoji) funkcije jedne varijable

P(a) = %a\/ 16 — a2

e Najprije odredimo derivaciju funkcije P.

P'(a) = (%a)l V16 — a + %a- <\/ﬂ>/ =

\/16—32—|— 53 —a%) =
2\/16 = 10=9)
1 a°
v16—a2+ 5 “V16—2 - —— =
2\/16 2 2 2116 — 22
Vi6—2@ -2 16— -2  16-2 8-
2116 — 2 2Vi6—22 2/l6—-2 Ji6—a
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e Pravokutni trokut maksimalne povrsine upisan u kruZnicu
polumjera 2 jest jednakokraéni pravokutni trokut &ije su duljine
kateta jednake 2v/2, a duljina hipotenuze je jednaka 4.

© Povrsina takvog trokuta jednaka je 4, tj. po iznosu (bez mjernih
jedinica) je jednaka duljini hipotenuze.
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Zadatak 11

Odredite dimenzije otvorenog bazena s kvadratnim dnom volumena
32 m® tako da za oblaganje njegovih bo&nih dijelova i dna bude
potrebna najmanja koli¢ina materijala.

Rjesenje b
e Bazen ima oblik kvadra ¢ija baza je b
kvadrat pri ¢emu taj kvadar nema

gornju bazu (gornja strana je otvorena). a

e Uz zadani volumen kvadra traZzimo njegove dimenzije tako da mu
oplo$je bude minimalno (u tom slu¢aju potrosit ¢e se najmanja
koli¢ina materijala za izgradnju bazena).

e Bazen je omeden s jednim kvadratom duljine stranice a i Cetiri
pravokutnika s duljinama stranica a i b. Stoga je njegov volumen
jednak V' = a°b, a oplogje je jednako O = a? + 4ab.

32/33

V = a%b
32 =a°%b

32
b="2

O = a° + 4ab
32

O=a"+4a- =
a

12
O:a2+—8

O(a) = a*+ 128a7* b

32
TR

0’'(a) = 2a— 128272 b 32

2a—128a72=0 /2

2a>—-128=0
2a% =128
a® = 64

a= /64
a=4

T 16
b=2

b
b a
a
Omin = 48
0 4 +o0
o | 1]
o | N[

O(4) =4%>+128-471 =48

& Uz zadani volumen bazena od 32 m? i kvadratnim

dnom, minimalno oplo$je iznosi 48 m?2, a postiZe

seakojea=4mib=2m.
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