Rjesenje

n=(—-1)"-24 -
a) 1 _ 2 =(=1) + n
2+ —, ako je n paran
a, = ’17
I . ge . . . —2 4 —, ako je n neparan
Gomiliste i limes niza realnih brojeva n je nnep
. 1 _ 1
MATEMATIKA 2 lim (2+ =) =2, lim [ -2+ =] =-2
n—o00 n n—o0 n
e Broj 2 je gomiliste niza (a,) jer svaka okolina tog broja sadrZi
beskonaéno mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na parnim
Damir Horvat pozicijama, tj. podniz (ax)ken konvergira broju 2.
FOL, Varazdin e Broj —2 je gomiliste niza (a,) jer svaka okolina tog broja sadrzi
beskona&no mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na neparnim
pozicijama, tj. podniz (axx_1)ken konvergira broju —2.
e Niz (a,) nije konvergentan jer ima vise od jednog gomilita.
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Zadatak 1 an
Odredite gomilista sljedecih nizova: 3t
1 Tl s
a) a, = (-1)"-2+ - 2 | © e o e o o o
n
n
b) by =1+ sin — .
2
1 .
—,akolenparan A S e R I
C)Cn: n 1 23 45 6 7 8 91011121314151617 181920 "
\/n, ako je n neparan .
1 : B . . s
p+ —, ako jen= p" za neki prosti broj p i neki k € N ° ) ! ! ! | ! l
d) d, = 1% 21
n, inace 1
. .. . . -3t a,=(-1)" -2+ =
Jesu li zadani nizovi konvergentni? n
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b
) b,,zl—l—sinn?7T b,
( 37
0, ako je n =2k za neki k € N
. nw
sm7: 1, akojen=4k—3zanekikeN
2 o o o o o
| —1, akojen=4k—1zanekik €N
(1, ako je n = 2k za neki k € N 1 I T I I T I T I I T
b, =142, akojen=4k—3zanekikeN
(0, akojen=4k—1zanekikeN 1 23456 78 9010111213 14151617 181920 "
. nm
(by) s 21,0, 1,2, 1,0, 1,2, 1,0, 1,... —1 by =1+ sin —
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b,=1+si n ) E ako je n paran
2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,0, 1,... n= 2T Cr=4n

e Broj 2 je gomiliste niza (b,) jer svaka okolina tog broja sadrzi
beskona¢no mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na pozicijama s
indeksima oblika 4k — 3 za k € N, tj. podniz (bsx_3)ken konvergira
broju 2.

e Broj 1 je gomiliste niza (b,) jer svaka okolina tog broja sadrZi
beskona&no mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na parnim
pozicijama, tj. podniz (by)ken konvergira broju 1.

e Broj 0 je gomiliste niza (b,) jer svaka okolina tog broja sadrzi
beskona¢no mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na pozicijama s
indeksima oblika 4k — 1 za k € N, tj. podniz (bsx_1)ken konvergira
broju 0.

e Niz (b,) nije konvergentan jer ima vise od jednog gomilista.
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1 1 1 1 1 :
1, 3, V3, P NG 3 V7, 5 3 g0 \/n, ako je n neparan
e Broj 0 je gomiliste niza (c,) jer svaka okolina tog broja sadrZi
beskona&no mnogo ¢lanova tog niza koji se nalaze na parnim
pozicijama, tj. podniz (¢ )ken konvergira broju 0.

e Niz (¢,) ima samo jedno gomiliste, ali ipak nije konvergentan.

e U svakoj okolini broja 0 se nalazi beskona¢no mnogo &lanova niza
(cn) koji se nalaze na parnim pozicijama (jer je 0 gomiliste).

e Medutim, izvan svake dovoljno male okoline broja 0 se nalazi
takoder beskona¢no mnogo ¢lanova niza (c,) koji se nalaze na
neparnim pozicijama pa 0 ne moZe biti limes niza (c,).

e Naime, podniz (cak_1)ken divergira u +o0.
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p+ —, ako je n= p”“ za neki prosti broj p i neki k € N apomena
d, = P
n, inace

: _— . : . e Niz a, = sin n ima neprebrojivo beskonaéno mnogo gomilista i skup

e Za svaki prosti broj p, podniz (d,«)ken je oblika

1 1 1 1
p+_7p+_27p+_37p+_47
p p p p

i konvergira broju p.

Dakle, svaki prosti broj p je gomiliste niza (d,). Stoga niz (d,) ima
prebrojivo beskonaéno mnogo gomilista.

Takoder, podniz niza (d,) &iji ¢lanovi se nalaze na pozicijama koje
nisu potencije prostog broja divergira u +oo.

Niz (d,) nije konvergentan jer ima vige od jednog gomilidta i jo¥ k
tome sadrZi podniz koji divergira u 4o00.
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svih njegovih gomilidta jednak je segmentu [—1,1].

e Clanovi niza (a,) su gusto rasporedeni unutar segmenta [—1,1], t;.
u svakoj okolini bilo kojeg broja iz segmenta [—1, 1] se nalazi
beskonagno mnogo ¢lanova niza (a,).

e Niz b, = cos n ima neprebrojivo beskonaéno mnogo gomilista i
skup svih njegovih gomilista jednak je segmentu [—1,1].

e Clanovi niza (b,) su gusto rasporedeni unutar segmenta [—1, 1], tj.
u svakoj okolini bilo kojeg broja iz segmenta [—1, 1] se nalazi
beskonatno mnogo ¢lanova niza (b,).
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Napomena

e Ako je w € R takav da je % € R\ Q, tada su ¢lanovi nizova
¢, =sin(wn) i d, = cos(wn)

gusto rasporedeni unutar segmenta [—1, 1], tj. skup njihovih
gomilista jednak je segmentu [—1, 1].

e Clanovi nizova
u,=tgn 1 v,=ctgn

gusto su rasporedeni na skupu R, tj. svaki realni broj je gomiliste

tih nizova.
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Zadatak 2

IzraCunajte sljedece limese:

5 —n—17 . n—1)82
( )

lim — — 77 * )
a) n—|>Too 6n3 —5n2 41 C) n—|>Too 3n3(5 + n)5

b) i 5m +2n+9
i 672 — 51 1 8
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o Najveca potencija u brojniku je n?. b) o Najveca potencija u brojniku je n°.
o Najveda potencija u nazivniku je n®. o Najveda potencija u nazivniku je n°.
L. e Dijelimo brojnik i nazivnik s n. o Dijelimo brojnik i nazivnik s n®.
RjeSenje
a)
50> —n—7
00 i s —n—7 P N ; 5n* +2n+9
— W IiIm s = m —m—FF = o0 - 3
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n3 R e
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. n 2 3 0—-0—-0 O
— lim o0° N7 _ =~ =0 S+t 5+ 5 54040 5
s nﬁ+009_£ E 0—-0+4+0 0+
n n?* nd
. Cc . Cc
im —=0, c,peR,p>0 im —=0, c,peR,p>0
n—+o0o NP n—+oo NP
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dp an
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5 | e 5 4+2n+9
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_2 B an =
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. . 8
——'\N\N\,—)hm - I = n

| =
o0 n—+00 3n3(5 + n)5 nﬁlToo 3n3(5 + n)5

n—+00 3”3

o Najveca potencija u brojniku je n®.
o Najveéa potencija u nazivniku je n®.

e Dijelimo brojnik i nazivnik s n®.

(n—1)°
(n—1)°

n—1

n )8 ’ (1_%)8 o(1-0p® 1

<5+,,>5 e <§+1>5 J 3-(0+1)° 3
n

) c
im —=0, ¢c,peR, p>0
n—+o0o0 NP
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Zadatak 3

Izracunajte sljedece limese:

2 v2nd +1 9 i V3n3 —2n+n
im — im
o Jor? =1 ot 24
_ Vn+2
b) lim

ns+oo\/n+14+/n+2
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3
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Rjesenje o Najveca potencija u brojniku je v/n3 = n.
e Najveca potencija u nazivniku je V' n? = n.
a) e Dijelimo brojnik i nazivnik s n.

v2nd +1

V2n3 +1 . n

00
./2n® +1 Jom i
n3 n3
= |im = |im
n—+o0 2n2 -1 n—+o0 1
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n? n?

1
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b) e Najveéa potencija u brojniku je v/n. C) e Najveéa potencija u brojniku je V3 = n%
e Najveéa potencija u nazivniku je \/n. e Najveca potencija u nazivniku je n?.
¢ Dijelimo brojnik i nazivnik s \/n. e Dijelimo brojnik i nazivnik s n?.
\LL\,\/\/\/\%L\ n—+2
3 —2n n
') vn+2 . n _
— -~ |im lim vn = 00 . V/3n®—=2n+n : n2 + n2
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Rjesenje |y (\/n2+5n+1_\/n2_n>Woo—oo

an
a) n—-+o00
1.2+ V3m3 —2n+n n>+5n+1 n>—n
= = lim (\/n2+5n+1—\/n2—n>~\/ tontlty =
n—+o00 \/n2+5n+1+\/n2—n
1+
@-p=(a-ba+b) _ . (P45n+1)— (" —n)
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R N e oo OO OO v n? vV n? n? n?
n=+/n? 1
# # # # # # # # # # — i 6+; B 6+0 _3
10 20 30 40 5 60 70 8 90 100 " = AT 51 1 Vit010+v1-0
\/l+—+—2+\/1——
28/43 nn n 30/43
an
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Zadatak 4 og e
Izracunajte sljedele limese:
a) lim <\/n2+5n+1—\/n2—n> 27
n—-+o00
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b) 00 — o0 @—b*=(a—b)(a+b) <)
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Zadatak 5

Izralunajte sljedece limese:

: n+2\*"
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" v . 2 i 1 n b 2 1 1 n
esene fim TS nhToo 31 =400 |im (1 + —> =e ) im T2 1 lim Zn? = 400 lim (1 + —) =e
a) n—too N n—+00 n n—+oo N2 4+ 1 n—+4oo0 3 n—+400 n
S n+2\% n+?2 3 , n? 42\ : n?+2 i
lim = lim (1 -1 - lim = lim (1+ -1 =
T n—+oo \ N2 +1 n—+o00 n?4+1
n—r-+o00 n n—+o00 n :
svedemo na svedemo na

zajedni&ki nazivnik

. 2 3n . 2 §-3n- .
= Ilm (14— = |lim (1+— = |im
n—-+00 n n——+00 n n—-+o0o

n16
2\ 2
= [ lim <1+>
n——4-00 n

(1 —l—jako mali broj)reciproéna vrijednost tog jako malog broja tedi broju e

31N
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(an)m — anm
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zajedni¢ki nazivnik

L
1 3"
= i 1 = i 1
n—!Too( +n2—|—1> n—|>Too< +n2+1

(1 —|—jako mali broj)reciproéna vrijednost tog jako malog broja tedi broju e
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1.2 1 Zadatak 7
L Na kocku duljine brida a postavi se nova
kocka kojoj vrhovi donje osnovice leZe u
0.8 + polovistima bridova gornje osnovice prve
kocke. Na isti nacin se na drugu kocku
067 postavi treca kocka, na trecu kocku
0.4 & Cetvrta kocka itd. Odredite zbroj
) 1y volumena svih ovih kocaka.
0.2+ 2, = (”_“>
n?+1
1'0 2'0 3'0 4'0 5'0 6'0 7'0 8'0 9'0 160 n
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Zadatak 6 Rjesenje i a g™t = ap
Zapisite periodic¢ki decimalni broj 0.43 u obliku razlomka. —1 l-gq
Rjesenje a V2 s g= 1
5 2v2
0.43 = 0.43434343 .- = 0.43 + 0.0043 + 0.000043 + - - - = 3 lql < 1
43 43 43 43 1 1 a & Duljine bridova kocki su redom
- - 2™ - (e ) = 2
102+ 104+106+ 100 ( <+'100<+ 1002_+ ) ' a a a a
¥ 4 a, =, Ty T=s g
43 1 43 1 suma geometrijskog reda 2 T \/E 2 2\/§ 4
_ —_— . = — - = o o L
100 1— ﬁ 100 % =1 9= 15 = Volumeni kocki su redom
T a2 & & 2
—ﬁ@—ﬁ 337 N /=) 0 4~ =Y parcc
T 100 99 99 2v2" 8 16v2" 64
di a3+a_3+a_3+ a’ +a_3+ — a’ — 4a°
al+a1q+a1q2+a1q3+-~:1_q, gl <1 22 8 ' 16v2 64 -5 a2
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