gx)=x>+x+1| [f(x)=In(x—23)
Rjesenje In = loge
.. .. . a)
Realne funkcije realne varijable — 3. dio (Fog)(x) = flg(x)) = F(x* +x+1) =
MATEMATIKA 2 =In((*+x+1)=3) =In (x*+x-2)
(gof)(x)=g(f(x)) =g(In(x—3)) =
2
Damir Horvat - (In (x — 3)) +iIn(x-3)+1=
— In2 _ _
FOI, Varazdin =In"(x—=3)+In(x—3)+1
k k
log) x = (Ioga x)
(Ioga x)k # log, x*

2/31
f(x)=In(x=3)| |[(gof)(x)=In*(x—=3)+In(x—3)+1
g(x)=x2+x+1||(fog)x)=In(x*+x-2) \

T Imf C D,
Zadatak 1 b) domena funkcije g o f Img C Dy
Zadane su funkcije f(x) = In(x —3) i g(x) = x> + x + 1. Xx—3>0 ~ww x >3
a) Odredite pravila pridruZivanja funkcija fog igof. Dgor = (3, +00)
b) Na kojim su domenama od funkcija f i g kompozicije fog igof domena funkcije f o g _4:2\_,
dobro definirane? )
x*4+x—-2>0 Dfog = (—00,—2) U (1, +00)
X} +x—-2=0 Funkcije f i g moramo gledati na
N —1++/1+8 sljededi nacin:
2= ——F
2 f:(3,+o0) >R
x1 =1, x=-2 g:{(—00,—-2)U(l,+00) = R
1/31 3/31




Zadatak 2

Dana su pravila pridruZivanja funkcija f i g s
f(x)=logsx—2 i g(x)=+v1—x.

a) Pronadite inverzne funkcije od f i g te komentirajte na kojim su
domenama i kodomenama funkcije f i g bijekcije.

b) Nacrtajte na istoj slici graf funkcije f i graf funkcije f~1.
c) Nacrtajte na istoj slici graf funkcije g i graf funkcije g=*.

4/31
RjeSenje 08, X — b s x — 2 y=f(x) & x=f1y)
a)
f(x) =loggx — 2 g(x)=v1—x
y =loggx —2 y:m/z\uz uvjet
—loggx =~y —2/-(~1) y2=1-x y>0
logs x =y +2 x=1—y> 123
x =312 . ) !
g (y)=1-y —5=5/2
fi(y) =3*2 =
() ) =1 25 = 25
fﬁl(x) =3 istina

F00.100) o R g (—00,1] — [0, +00)

-1 .
F1iR = (0, +-00) g [0 oc) = (oo ]

5/31
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Zadatak 3
X+ 2

x—1

Zadana je funkcija f : R\ {1} = R, f(x) =

a) DokaZite da je funkcija f monotona na intervalu (1,+00).
b) DokaZite da je funkcija f monotona na intervalu (—oo, 1).

c) DokaZite da funkcija f nije monotona na svojoj prirodnoj domeni.

X Rjesenje
Zbog lakseg riesavanja a) i b) dijela zadatka, pravilo pridruZivanja
[0, +00) — (—00,1] funkcije f napisat ¢emo u drukéijem obliku.
1 2
g (x)=1-x 2 —1)+3 —1 3 3
(x) f(X):X—l— :(X )+ _x N 14
x—1 x—1 x—1 -1 x—1
8/31 10/31
—00, 1] — [0, +00 3
g =1 ) a) Neka su xi,x € (1,400) takvi da je x; < x». f(x)=1+ 1
g(x)=+v1-x \\ X —
] —
X1—1<X2—1/. X1—1)(X2—1) —
1 >0
/ 3 = N
X2~ 1 x -1 Ovdje je iznimno bitna pretpostavka da su
3 3 oba broja x; i x strogo veéi od 1. Zbog
X Xy — 1 x; — 1 = toga su faktori x; — 1 i x, — 1 pozitivni pa
je njihov produkt pozitivan. Stoga
3 1+ <14 — nejednadZbu dijelimo s pozitivnim brojem
b [0, +00) = (—00,1] x —1 x1—1 pa znak nejednakosti ostaje sauvan.
—1 _ 2
g () =1-x fxo) < f(x) =
f(x1) > f(x
( 1) ( 2) (VX17X2 S Df)(Xl < Xo = f(Xl) > f(X2))
f strogo pada na (1
9/31 roo P na (1, +00) 11/31




b) Neka su xi,x; € (—o0, 1) takvi da je x; < xo. f(X)Zl—f—X_l

EEE— Y,

X1—1<X2—1/. X1—1)(X2—1) —

L ! /-3:>>0¥—\

=1 x-—1 Ovdje je iznimno bitna pretpostavka da su

3 3 oba broja x; i x» strogo manji od 1. Zbog
X — 1 < x — 1 i toga su faktori x; — 1 i xo — 1 negativni pa
je njihov produkt pozitivan. Stoga
1+ <14 — nejednadZbu dijelimo s pozitivnim brojem
x —1 x1—1 pa znak nejednakosti ostaje saluvan.

f(x) <flx) =

f(x1) > f(x)

(Vx1,x2 € Df)(Xl <x = f(x) > f(X2))

f strogo pada na (—oo, 1) 12/31

c) MoZemo direktno protuprimjerom pokazati f(x) = 1
da funkcija f nije monotona na R\ {1}.
—242 0+2 2+2
f(-2) = = (0 =-2, f(2 =4
(=2) —2-1 =0, f(0)= 0—1 (2) = 2-1

—2<0 = f(—2) > f(0) ~»vwwww> f nije rastuéa na R\ {1}

I I
0 -2

jer nije saluvan znak
nejednakosti

0<2 = f(0) < f(2) ~»wwwwwwwwns f nije padajuéa na R\ {1}

jer nije preokrenut znak
nejednakosti

14 /31

c) Neka su x;,x € R\ {1} takvida je xy < xp. |f(x) =1+ P

X1 < Xop —

xi—1<x—-1/:(q—1)(x—1)

/

Kako su x; i x» bilo koji brojevi razli€iti od 1, faktori x; —1i x, — 1
mogu biti istog ili razli¢itog predznaka. Stoga i njihov produkt moZe
biti pozitivan ili negativan. Dakle, nakon dijeljenja nejednadZbe s

(x1 — 1)(x2 — 1) znak nejednakosti moZe, ali i ne mora ostati sacuvan.

Ako faktori x; — 1 i x, — 1 imaju iste predznake, tada znak nejednakosti
ostaje saluvan, a u protivnom se znak nejednakosti preokrece.
To zapravo znati da funkcija f nije monotona na R\ {1}.

Monotone funkcije moraju stalno Euvati znak nejednakosti (rastuce funkcije)
ili ga moraju stalno preokretati (padajuce funkcije) za bilo koji izbor
dva elementa x; i x5 iz domene.

13/31
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Zadatak 4

3x2

Zadana je funkcija f : R — [0, +00), f(x) = e
X

a) Ispitajte je Ii funkcija f surjekcija.

b) Ispitajte je Ii funkcija f injekcija.

c) Neka je g : (—o0,0] — K funkcija koja ima isto pravilo
pridruZivanja kao i funkcija f. Odredite K C R tako da g bude
bijekcija i odredite pravilo pridruZivanja njezine inverzne funkcije.

b)  F(x) = ()
3x 3%
1+x2  1+x3

3x12(1 + x22) =

2 2,2
3xi + 3xi x5

3x22(1 + x12)

— 3,2 2,2
= 3x5 + 3x{x;

2 _ a2
3xi = 3x3
2 _ 2
X1 = X
X1::|:X2

f nije injekcija

Funkcija f : D — K je injekcija ako
(Vxl,xz € D) (f(xl) =f(x) = x = xz).

f:R—[0,400), f(x)=

3x2

14 x2

par suprotnih brojeva pa onda iz x? =

mora nuzno slijediti da je x; = xp, moz

X1 = —Xp.

Na ovaj zakljuak utje¢e domena funkcije f koja
je jednaka R. U domeni se nalazi barem jedan

2
X3 ne

e biti i

protuprimjerom brze dokazati da nije injekcija. Na
primjer: —1 # 1, ali f(—1) = f(1). Razlititi ele-
menti domene ne preslikavaju se uvijek u razli¢ite

elemente kodomene.

Kako je f parna funkcija, moZzemo u ovom sluéaju

[

ovaj na&in prol

azi

jedino ako Zelimo dokazati
da funkcija nije injekcija

16 /31 18/31
S 1 3x2 c) 3x2
Rjesenje f:R—[0,+00), f(x)= X f:R—[0,400), f(x)= X
. . . 1 + X2 1 + X2
a) Neka je y € [0, +00) proizvoljan —~
element iz kodomene. TraZimo barem jedan x € R iz domene za koji Funkcije f i g imaju isto pravilo pridruZivanja. y
vrijedi f(x) = y. y >0 y—3 Kako su u domeni funkcije g samo brojevi ma- X =+ 3—y
352 X =+ 3L 3—y r”ﬂ nji ili jednaki od nule, za zadani y € K pos-
it Y] y=0 3-y=0 toji najvite jedan x € (—oo,0] takav da je Im f =10,3)
3x2 = (1+x?)y =103 — 0 3+ g(x) = y i pritom je|x = —, /%. Stoga je
2 2, _ mr =1y,
=Xy =y y - + + takoder Img = [0,3) pa mora biti |K = [0, 3)
2 _
x*B-y)=y Im £ 7 [0, +00) —y + + _ tako da g bude surjekcija. Funkcija g je injek-
2o £ i i y cija jer u njezinoj domeni nema niti jednog para
3-y niye surjekcla 3—y - @ - suprotnih brojeva koji su "kvarili" injektivnost | g7(x) = — 3 X
kod funkeije f. o
Funkcija f : D — K je surjekcija ako je Imf = K, tj. " g—l : [07 3> N <_OO7 0]
(Vy € K)(3x € D) (f(x) = y). g (—00,0] = K, g(x) = 5
17/31 1+x 19/31




y y
371 31
21 21
3X2 3X2
11 T 1ie al T 1ix
6 -5 —4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4 5 6« 6 -5 —4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4 5 6«
14 14
3x2 3x2
g:(—00,0] = [0,3), g(x)= T k:(—oo0,—1]U[0,1) — [0,3), k(x)= T
X 0 §>
_1:0,3—)—00,0, _1X = — X 3—x’ Xe[?z
g7 [0.3) = (me0. 0l g7 ) 3—x k1:[0,3) = (—o0,~1 U0, 1), kl(x) =
3
— 3_LX, X € [5,3>
20/31 22/31
y
31 f(x) = Asin (wx + @)
2 1
1 1 _ 3x2 [ ] A % 07 w # O
L e Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = %ﬁ.
—§6 # _5 # _§4 # _§3 # _§2 # _;1 # | 1 2 3 4 5 6 X e Graf funkcije f se dobiva na sljedeéi nacin:
-1+ e Najprije se graf sinusoide y = sin x "zgusne” ili "rastegne” tako da
32 dobijemo graf funkcije x > sin (wx) koja ima temeljni period
: _ X _ 2
h:[0,+00) —[0,3), h(x)= 1550 T = HE
e Nakon toga se dobiveni graf skalira duz y-osi tako da "titra"”
1 1py X izmedu pravaca y = —|A| i y = |A|. Na taj na&in dobijemo graf
= :0.3) = [0, +00),  h(x) = 3—x funkcije x — Asin (wx).

21/31

e Kona&no, dobiveni graf se translatira za vektor (—g,O).
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f(x) = Acos (wx + )

RjeSenje

27 2T
w ===
1 w2

a) fi : [—g,ﬂ 5 [-3,3], fi(x) = 3sin2x

e A0, w#0 y
7'[' 4
e Funkcija f je periodi¢na s temeljnim periodom T = |2w—7r| 3
Zﬂ'
e Graf funkcije f se dobiva na sljedeéi nacin: ~
e Najprije se graf sinusoide y = cosx "zgusne” ili "rastegne” tako i
da dobijemo graf funkcije x — cos (wx) koja ima temeljni period N /
T — 2—7T } } X
|w] _iz T 3 %W %w % T
e Nakon toga se dobiveni graf skalira duz y-osi tako da "titra" 4
izmedu pravaca y = —|A| i y = |A|. Na taj na&in dobijemo graf —3)
funkcije x — Acos (wx). 13
e Kona&no, dobiveni graf se translatira za vektor (—5,0). /
24 /31 26 /31
RjeSenje
a) fi : [-%,ﬂ 5 [-3,3], fi(x) = 3sin2x
Zadatak 5
Odpredite inverzne funkcije sljedecih funkcija: y = 3sin2x
I : 3sin2x =
a) fi : _—g,ﬂ 5 [-3,3], fi(x) = 3sin2x, ;
- sin2x = §
. T T H
b) 1 |5, ﬂ 5 [-3,3], fi(x) = —3sin2x, ;
] 2x = arcsin 3 2x € [—g,%}
c) f3: —%ﬂ', —%7‘(‘] — [=3,3], f(x) =3sin2x, .
:5 , X:Earcsing, X € [—%,ﬂ
d) fp: 3T ZTF] — [=3,3], fa(x) = 3sin2x.
1 X
-1 . -1 :
i [-3,3]— [—%,%], fi (x)ziarcsmg
25/31 27/31




) f: [~ 2.5] 5 [-3.3), () = ~3sin2
, g
_
3\~ |
1
Ml
% | /
- - - - 5 zv X
NN E e AT
A |
_% 1
BER
—TT Larcsin — 1
2 3
) }, f; H(x) = %arcsin % -7
/31 30/31
7 5
20 | =7 | — [73:3], fa(x) = —3sin2x 4 tola
b) £ Tz 3.3l f 3sin?2 d) f,~ [33]—>7r7r f'7r7r—>[33]
y
: | fa(x) = 3sin 2x
y = —3sin2x 7 H(x) = —% arcsin % + %w :
—3sin2x =y % ’
-1 1 X
sin2x = —= s
3 -+
_ ' }_/) [_E E] —%arcsin%
2x = arcsin ( 3 2x € | =737 arcsin je neparna funkcija
. y
x = 5 arcsin ( §) X € [—%, ﬂ arcsin (—x) = — arcsin x
X
[-3.3] > [, 7], £71(x) = 5 arcsin (=)
1‘2’1(x) =-3 arcsin%
29/31 31/31




