Funkcije. Nizovi. Jednostavni i slozeni

dekurzivni kamatni racun.

FINANCIJSKA MATEMATIKA, PITUP

Damir Horvat

FOI, Varazdin

o f jer su elementu a iz domene pridruZena dva
razli¢ita elementa 1 i 2 iz kodomene.

e f je relacija.
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Definicija funkcije

Definicija

Funkcija je preslikavanje izmedu dva skupa A i B koje svakom
elementu skupa A pridruZuje jedan i samo jedan element skupa B.

f:A—B f(a)=0»b
IME Elementu a € A pridruZen
KODOMENA .
FUNKCLIE je element b € B.
DOMENA
f
a——b
ar— b
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slika funkcije

Imf ={1,3}

e f: A— B je funkcija.

fla)=1, f(b)=1 f(c)=3

e Kod funkcije je dozvoljeno da se vise razli¢itih elemenata
preslikaju u isti element.
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slika funkcije

Imf ={1,3}

e slika funkcije: skup svih elemenata iz kodomene koji su
"pogodeni”, tj. u koje se netko preslikao iz domene

Definicija

Neka je f : A — B funkcija. Slika funkcije f je skup
Imf = {f(x):x €A}

[rf — {(x,f(x)) : x € D7} |

f(a)

VfF---=----
x
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e Nije svaka krivulja u ravnini graf neke funkcije y = f(x).
Definicija
Realna funkcija realne varijable je funkcija kod koje su domena i y y
kodomena podskupovi skupa realnih brojeva, tj.
f:A—-B, ABCR by t---
by ---
X X
Definicija
Graf realne funkcije realne varijable je skup to¢aka ravnine ars by, ar> by, by # by zadana krivulja jest graf
Me={(x,f(x)): x € D¢} L neke funkcije y = f(x)
zadana krivulja nije graf
gdje je sa D¢ oznalena domena funkcije f. niti jedne funkcije y = £(x)
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Zadavanje funkcije

Funkcija je zadana ako je zadana njezina domena, kodomena i
pravilo pridruZivanja.

Pravilo pridruzivanja je postupak pomocu kojeg se svakom elementu

domene pridruZuje element kodomene.

Funkcije se mogu zadati:
e numeri¢ki (pomocu tablice)
e grafi¢ki (pomocu grafa)

e algebarski (pomoéu formule)
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Definicija

Dvije funkcije su jednake ako imaju jednake domene, jednake
kodomene i jednako pravilo pridruZivanja.

f:R—=R, f(x)=x? g:[0,20] = R, g(x) = x?

Funkcije f i g nisu jednake jer nemaju jednake domene.

y y
re 400 f------
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Kvadratna funkcija

zadana algebarski zadana graficki
f-R—>R, f(x)=x 9,,y
oy - 8T
zadana numeriZKki .
NN i
1 1 A
2 4 ;
-3 9
2 1
—05] 0.25 L
2.14 | 45796 | | | | | |
-3 -2 -1 1 2 3
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Kompozicija funkcija

e f:A—>B, g:B—C

(g0 F)(x) = &(F(x)) tmf € D

e gof:A—=C,
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f(x)

I
5

g(x)=x+5
(g0 f)(x) = g(f(x) = g(vx) = Vx +5
(fog)(x) = flg(x)) = f(x +5) = Vx +5

Da bi kompozicija f o g bila definirana, domene mogu biti najvise

f:]0,400) = R, g:[-5,+00) =R

e Kompozicija funkcija opcenito nije komutativna operacija
fog#gof
e Kompozicija funkcija je asocijativna operacija
(fog)oh="fo(goh)
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Koje funkcije imaju inverznu funkciju?

D K

e Funkcija f mora razli¢ite elemente domene preslikavati u

razli¢ite elemente kodomene, tj. f mora biti

e Svi elementi u kodomeni moraju biti " pogodeni” (Im f = K),
tj. f mora biti
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Inverzna funkcija

Inverzna funkcija ne mora uvijek postojati.
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Py
L
o
=
L
=

f(b) =2 = F12) = b
9 o) o
e Funkcija f je injekcija (razli¢ite elemente domene preslikava u

razli¢ite elemente kodomene).

Funkcija f je surjekcija jer je Im f = K (svi elementi u
kodomeni su " pogodeni”).

Funkcija f je (injekcija i surjekcija).

Jedino bijekcije imaju inverznu funkciju.
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Drugi korijen Eksponencijalna funkcija

f:[0,+00) — [0, 4+00)

Flx) = 22 Definicija

o= Funkciju f : R — (0, +00) oblika

1[0, 4+00) — [0, +00) fx)=a", a>0,a#1l
F1(x) = /x zovemo eksponencijalnom funkcijom baze a.

e a° =1, tj. graf prolazi kroz to¢ku (0, 1)

o

e a* > 0, tj. graf se nalazi iznad x-osi

) . ) o . ) o . =
Grafovi funkcija f i £~ simetri¢ni su s obzirom na pravac y = x.
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e akojex e N

f:]0,+00) — [0, +00)
a=ga-a--a

I[(X):Xn7 nEN, n>=?2 X puta
: m
1[0, +00) — [0, +00) e akojex € @Q, x>0 ~wwwww» x = — zaneke m,ne N
) ) n
f(x) = {/x a* = vam
e ako je x pozitivni iracionalni broj
) a~a, rax, reQ
Za neparni n € N moZemo
uzeti f : R — R. e akojex e R, x <0
y 1
a =
a—X
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Logaritamska funkcija

Definicija

Funkciju f : (0,4+00) — R koja je inverzna eksponencijalnoj funkciji

baze a zovemo logaritamskom funkcijom baze a i oznatavamo s

e f(x) = a* strogo raste f(x) =log,x, a>0, a#l.

a<ad & x<y

o f se priblizava x-osi s e log,1 =0, tj. graf prolazi kroz to¢ku (1,0)

lijeve strane
o %X = x  log,a¥ = x

b log x = logyy X

e log. x=b & x=a
Inx = log, x

e ~ 2.718281828
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f(x)=log,x, a>1

y

<
w

x

AN TN N N

Tll= Wik NIR WIN

S N N N
x x

x

e f(x) = a* strogo pada

aF<ad & x>y

X
e f se pribliZzava x-osi s
desne strane
~ —r
| , — —Inx e f(x) = log, x strogo raste

2 3 4 X

=

— logs x

— logx log,x <log,y & x<y
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f(x) =log,x, 0 <a<1 Jednostavni algoritam za logaritmiranje

Y | e f(x) = log, x strogo pada o o : -
3 — 108z X Neka je L lista u koju ¢e se spremati znamenke broja log, x.
— log: x log,x <log,y < x>y o L
) — logy x Ponavljaj Zeljeni broj puta sljedece korake:
— log:
°8s e Neka je d potrebni broj dijeljenja s brojem b da se zadovolji
1+ X
uvjet b < b.
;1 X e Spremi d na kraj liste L.
-1+ e Stavi y := %.
—27 e Stavi x := yb.
=37 Tada je prvi element liste L cjelobrojni dio broja log, x, a preostali
a4l elementi su redom decimale tog broja.
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e log,(xy) =log,x+log,y, x,y>0 Definicija

Niz realnih brojeva je funkcija a: N — R.

X
o log,— =log,x—log,y, x,y>0
Y a(n) — n-ti ili a(n) ewwws a,
o log,xP =plog,x, peR, x>0 : .
a, — oznaka za n-ti ¢lan niza

log,, x
e log,x = @ (a,) — oznaka za sve &lanove niza kao jedna cjelina

|ogX In x x€ — eclnx, ce R, x>0 Deflnlcua

log, x = = — Konatni niz realnih brojeva je funkcija

loga Ina
a:{1,2,...,N} = R.
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Nacini zadavanja nizova

e nabrajanjem pocetnih ¢lanova

° :2,4,6,8,10,...
° 0 1,3,5,7,9,...
° 0 2,4,8,16,32,...

e opc¢im ¢lanom
° s a,=2n
° b, =2n-1
° c,=2"

e rekurzivhom formulom

° A =2, a,=ap,.1+2, n=2
° :by=1 b,=b,_1+2, n=>2
° =2, ¢,=2Ch_1, N =2
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Kako izracunati drugi korijen?

Neka je x; neka poletna aproksimacija za /a.

1
Xk+1:_<xk+i>7 k>1
2 Xk

Racunaj sljededi ¢lan xx. 1 tako dugo dok se ne zadovolji uvjet

|xk+1 — xx| < € za neki odabrani dovoljno mali broj & > 0.

Tada je x, ~ /a za dovoljno veliki kK € N.
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Fibonaccijev niz

Fibonaccijev niz (F,) je niz brojeva zadan rekurzivno s

F1:17F2:17 Fn:Fn—l+Fn—27 n>3

Fo=F+F=1+1=2
Fi=F+F=2+1=3
Fo=F+F=3+2=5

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

(7))

1
F=—
NG
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Kako izra¢unati n-ti korijen?

e Neka je x; neka pocetna aproksimacija za {/a.
1

oxk+1:—((n—1)xk—¢— ,;al), k>1
n X

Racunaj sljededi ¢lan xx.; tako dugo dok se ne zadovolji uvjet

|xk+1 — xx| < € za neki odabrani dovoljno mali broj & > 0.

Tada je x, ~ {/a za dovoljno veliki k € N.
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Aritmeticki niz Suma prvih n €élanova aritmetickog niza

Definicija a,=ar+(n—1)d

Niz (a,) je aritmeticki ako je razlika svakog €¢lana (osim prvog) i Sh=ata+ -+a,1+a,
njegovog prethodnika konstantni broj d, tj. S,=a,+an 1+ +tat+ta
ant1—ap=d, n€N. Si=art(a+d) ot (ot (1-2)d) + (ot (1-1)d) [
So=an+(an—d)+---+(an—(n—2)d) + (a, — (n— 1)d)

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetitkog niza.
25, =n(a1+a,) /: 2

ai,, a1 +d, ag+2d, ag+3d,... n [ ——a,=a+(n—1)d
Sn:_(al+an)
d d d d d 2

4, 9.9,9,.9, 4.9

S = 5(231 + (n—1)d)

n
S, = =(a1+ an)
,d d _d _d _d _ _, 5
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Opci €lan aritmetickog niza
Odredite sumu prvih n neparnih prirodnih brojeva.
a
a=a +d RjeSenje
s=a+d=(a+d)+d=a+2d o a,=2n—1
a=a3+d=(a+2d)+d=a +3d e a =1 d=2

S, = g(al + an)
a,=a+(n—1)d

a5:az+3d n
1 2n—1)=—(1 2n—1
a, =as — 3d F34e 4 (2n ) 2( +(2n ))
n
Vrijedi i opéenitija formula d d d d d 1—|—3—|—~~~+(2n—1):§~2n
a a a a a a
an:am+(n—m)d ' ? ’ ) ° ° 1+3++(2n_1):n2

33/64 35/ 64




Opéi ¢lan geometrijskog niza

Karakterizacija aritmeti¢kog niza
Niz (a,) je aritmeti¢ki niz ako i samo ako je svaki ¢lan niza (osim
prvog) aritmetitka sredina svojih susjeda, tj. vrijedi

an e
an = &7 n > 1
2 n—1
/ ap=24d1-(q
Vrijedi i opcenitija formula
ap=am-q" "
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Geometrijski niz Suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza
Definicija Sp=a1rt+a+taz+---+a_1+a, a, = ajq" !
Niz (a,) je geometrijski ako je kvocijent svakog &lana (osim prvog) 95, = qay +qax + qaz + -+ + qap—1 + qay
i njegovog prethodnika konstantan broj razli¢it od nule, tj. So=a+ag+ag’+ -+ aq" >+ a gt / (-1)
ap _
;lzq, q # 0. S, = aig+ag® + a1+ +aq" 4+ aq”
—Sp=—a—ag-aq — - —aq" - ag"? .
Broj g naziva se kvocijent geometrijskog niza. S, = a1q+a1q> +a1q° + - + a1¢"* + a1q"
ai, a1q, 31q2, alq37"' qsn_sn :alqn—al
o (q—1)S,=a1(¢"—1)/:(¢—1), g#1 S = g~ 1
e g =1 —— konstantni niz: a;, a1, a1, ... q n 1\q -\q » q n—alq_1
e a,=r", re R\ {0} — geometrijski niz: ay =r, g=7r S, = a q"—1
q_l q:l—MAM-)Sn:nal
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Odredite sumu prvih n prirodnih potencija broja 2.

Rjesenje
® a,=2"

L4 31:27 q:2

24224

24224 ...

24224 ...

q"—1
S, =
alq_l
2" —1
2" =2.
+ 2—-1

$2n=2.(2"—1)

+2" =21 _2
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Osnovni pojmovi

e Glavnica je novtani iznos posuden duzniku (u Sirem smislu
moZe biti i neSto drugo, ne samo novac).

e Kamata je naknada koju duZnik pla¢a za posudenu glavnicu.

¢ Razdoblje ukamacdivanja je vremenski interval na koji je
novac posuden i za koji se obracunavaju kamate.

e Kamatna stopa je iznos koji duznik pla¢a za 100 posudenih
nov&anih jedinica za neki osnovni vremenski interval.
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Karakterizacija geometrijskog niza

Niz (a,) s pozitivnim &lanovima je geometrijski niz ako i samo ako je
svaki ¢lan niza (a,) (osim prvog) geometrijska sredina svojih susjeda,

tj. vrijedi

an = \/an+1dn-1, N> 1.
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Dekurzivni i anticipativni obra¢un kamata

e kamate se obracunavaju na kraju razdoblja ukamacivanja u
odnosu na glavnicu s pocetka tog razdoblja

e kamate pribrajamo glavnici na kraju razdoblja ukamacivanja

e kamate se obra¢unavaju na poletku razdoblja ukamadivanja u
odnosu na glavnicu s kraja tog razdoblja

e kamate oduzimamo od glavnice na poletku razdoblja
ukamadivanja
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0 1

1000

1000 + 100

e posudeni iznos: 1000 kn
e godidnja kamatna stopa: 10%
e kamate: 1000 - 0.1 = 100

e na kraju godine se vraca iznos
1100 kn, tj. posudeni iznos

0 1

1000 — 100 1000

posudeni iznos: 1000 kn
godidnja kamatna stopa: 10%
kamate: 1000 - 0.1 = 100

kamate se placaju odmah na
poletku, a na kraju godine se

Jednostavni dekurzivni kamatni racun

e (y — poletna vrijednost glavnice

I, — kamate u k-tom razdoblju ukamacivanja

p — godi$nja kamatna stopa

e n — vrijeme u godinama

zajedno s kamatama vraéa posudeni iznos | =G - W%
e duZnik je zapravo posudio iznos
900 kn, a na kraju godine vratio h=15hL= =l,_1=1,=1
iznos 1000 kn
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Jednostavni i slozeni kamatni ra¢un Buduca vrijednost glavnice
CO a,,:al—i—(n—l)d I:CO P

e kamate se ne pribrajaju glavnici pa su jednake za svaki period
ukamadivanja

e kod svakog sljedeéeg razdoblja kamate se racunaju na istu
glavnicu

e kamate se pribrajaju glavnici pa su razli¢ite za svaki period

ukamadivanja

e kod svakog sljedeceg razdoblja kamate se ra¢unaju na glavnicu
uvedanu za kamate iz proslog razdoblja
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Ci=Co+1 " 100
G=G+I=(GC+H+1=0C+2l
C3:C2—|—/:(C0—|—2/)—|—/:C0+3/

: a, = apg+ nd

Co=Co+n- Cozs = Co (1415 Cr =G (1+£55)

~ws aritmeticki niz s razlikom d = G - L

100
e Konacna vrijednost glavnice je linearna funkcija vremena

o (o, G, G,

ukamacivanja.
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Graficki prikaz rasta glavnice Relativha dnevna kamatna stopa

Cn
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: godina ima 360 dana, svaki mjesec ima 30

dana
p

360

: godina ima 360 dana, dani u mjesecu

pr

ratunaju se prema kalendaru

=P
360

: dani u godini ra¢unaju se prema kalendaru

pr

(365 ili 366), dani u mjesecu racunaju se prema kalendaru
P p
ili

Pr:% pr:%
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IspodgodiSnje ukamacivanje

Definicija

Relativna kamatna stopa p, je godi$nja kamatna stopa p
podijeljena broj razdoblja unutar godine, tj.

b
pr=—.
m
p
=12, p =
* m=ie T
p
—2 p ==
. m=2, p =3
p
: =4 = —
. m=4, p=7

kvartal je razdoblje od tri mjeseca
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p — godidnja kamatna stopa
n — broj razdoblja ukamadivanja
m — kolike se puta razdoblje ukamadivanja javlja unutar godine

pr — pripadna relativna kamatna stopa

,57\ b
) pr= —
m

100

C,,:CO<1+

G, = G (1 + 15(;’”7)
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pen pn
qzc<1 ) g:C@ )
°\* " 100 °\** Toom
C.n - CO + /uk
e ukupne kamate
pen pn
b = Go - b = Go -
“~ % 100 “~ 7 100m
e kamate za jedno razdoblje ukamacivanja
pr p
=G - I = G-
° 100 °"100m
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SloZeni dekurzivni kamatni racun

G=G+h
C1:C0+C0'ﬁ
G==0C(1+ &)

Co=GCo(1+ )"

100
o h 1 boh 3 ot
G G G G G G

G=GC+h G=G+h

G=G+G- 5 G=G+ G- 5

G==C 1+ 5 G=06G(1+ &

3
C=GC(1+ 55

)
G=C(1+£) (14 5)
)
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Kolikim iznosom raspolaZe $tedi$a 1. travnja 2008. godine ako je
15. travnja 2007. u banku uloZio 10000 kn, a banka mu je
obra¢unala kamate po jednostavnom kamatnom radunu uz englesku

metodu brojanja dana i godisnju dekurzivnu kamatnu stopu 6%?

pn
Rjesenje 100m

16 +31+30+31+31+30+31+30+31 =261 (2007. godina)
31+29+31=091

Cn:C0+luk /uk:CO'

(2008. godina)
n=261+91 =352

6-261 6-91
(350 = 10000 + 10000 - 36500 -+ 10000 - 36600 10578.22
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o G, G, Gy, ... ~ws geometrijski niz s kvocijentom q = r

e Konacna vrijednost glavnice je eksponencijalna funkcija
vremena ukamacdivanja.

p\"
Q:CO _ﬁ
AT
[ )
p
T
"= 100
Cn:CO'rn
p=6 —~wws r=1.06
p=121 -wws r=1.121
r=1063 -w> p=26.3 a, = a;q" ! a, = aq"
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Graficki prikaz rasta glavnice

Cn

qz@(

p\"
1+ 365)
* 100
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Kolika je kona¢na vrijednost glavnice 10000 kn nakon 5 godina uz
a) jednostavni dekurzivni obratun kamata
b) sloZeni dekurzivni obratun kamata

i godidnju kamatnu stopu 6%?

Rjesenje

6-5
a) Gs =10000 - (1+m) = 13000

5
b) Cs = 10000 - (1 + —) = 13382.26

6
100

Jednostavni i slozeni kamatni racun

Cn

slozeni|—
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20000

15000

10000 1

5000 ¢

— (C, = 10000 + 600n
— (C, = 10000 - 1.06"

1 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 7
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Akumulirana i diskontirana vrijednost

L Cn
C. — Cor” T

koriste se za usporedivanje akumulirana

o o . vrijedn lavni
razli¢itih novéanih iznosa jednost glavnice

G
Go '

diskontirana
vrijednost glavnice
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godi$nja kamatna stopa: p =6

pocetna glavnica: Gy = 1000 kn

6 —
o
Ako ukamatimo jednom godi3nje, na kraju godine imamo 1060 kn.

(; = 1000 - 1.06 = 1060

e relativna mjese¢na kamatna stopa: p, = 0.5

Ako ukamacujemo svaki mjesec, na kraju godine imamo +
1061.68 kn.

Cy, = 1000 - 1.005% = 1061.68 ——
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SloZeni kamatni racun — ispodgodisnje ukamacivanje

Definicija

Nominalna kamatna stopa je poznata kamatna stopa za
odredeno vremensko razdoblje.

e Najlesce je zadana godisnja kamatna stopa kao nominalna
kamatna stopa.

e Nadalje, moZe biti zadana npr. godi$nja kamatna stopa, a
ukamadivanje se obavlja mjese¢no.

e MozZemo koristiti relativhu kamatnu stopu kao i kod
jednostavnog obrauna kamata.
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Konformna kamatna stopa

e Ako Cy ukamatimo m puta godisnje uz relativnu kamatnu stopu
pr, dobivamo iznos razli¢it od onog kada C; ukamatimo jednom
godisnje uz godiSnju kamatnu stopu p.

Definicija

Konformna kamatna stopa je kamatna stopa koja za istu glavnicu
daje iste kamate kao i nominalna kamatna stopa, neovisno o tome
obraunavaju li se kamate u kraé¢im ili duZim vremenskim intervalima
od nominalnog.
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G=Go(1+55) C, = Gor”

e Ako (y ukamatimo m puta godisnje uz konformnu kamatnu
stopu p’, dobivamo iznos jednak onome kada Cy ukamatimo
jednom godisnje uz godisnju kamatnu stopu p.

Co (H 1,;/())"7 =G (14 ﬁ)

p
r—100( M1+ P 1
P 00( * 100 >

e Veza izmedu kamatnih faktora
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