Funkcije

FINANCIJSKA MATEMATIKA, IPS

RjeSenje
PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA, P=p-q
a) Prihod kao funkcija cijene: P(p) = p- q(p)
P(p) = p - (1200 — 4p) = —4p* + 1200p

b) Prihod kao funkcija koli¢ine proizvodnje: P(q) = p(q) - q

g = 1200 — 4p
Damir Horvat 4p = 1200 — q/: 4
arazdin 1
FOI, Varazd p=300— g
4
1 1,
P(q) = ( 300 — 29) a=—249 + 300¢q
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q(p) = 1200 — 4p|
Zadatak 1 c) Treba pronaéi ekstreme funkcije P(p) = —4p? + 1200p.

Neka je p cijena jednog proizvoda, a koli¢ina q prodanih proizvoda
ovisi o cijeni p i dana je funkcijom q(p) = 1200 — 4p.

a) Odredite funkciju prihoda u ovisnosti o cijeni.

Odredite za koju cijenu se ostvaruje maksimalni prihod.

)
b) Odredite funkciju prihoda u ovisnosti o koli¢ini prodanih proizvoda.
c)

)

d) Koliko iznosi maksimalni prihod i koliko se proizvoda proda u tom

slu¢aju?

e) U kojim granicama cijene i koli¢ine je prihod pozitivan?
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P'(p) = — 8p + 1200

—8p +1200 =0
—8p=—1200 /: (—8)
p =150
P'(p)=—8,  P"(150) = -8 <0

Maksimalni prihod se postize po cijeni od 150 nov&anih jedinica.
d) Maksimalni prihod iznosi 90 000 nov€anih jedinica i pritom se proda
ukupno 600 proizvoda.
P(150) = —4 - 150 + 1200 - 150 = 90000

q(150) = 1200 — 4 - 150 = 600
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P
90000 1 P(p) = —4p* + 1200p
—4p* 4 1200p =0
60000 + P P
pr =0, p» =300
30000 t
| | | Prihod je pozitivan za cijene
ol 75 150 225 300 P p € (0,300).
1 2
P P(q) = ——q~ + 300q
90000 | . 4
[ 2 e
60000 9 T309=0
30000 | =0, g2 = 1200
1 1 1 Prihod je pozitivan za koli¢ine
ol 300 600 900 1200 9

g € (0,1200).
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Rjesenje

2) PROFIT (ili DOBIT) = PRIHOD — TROSKOVI

PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA

e Prihod kao funkcija potraznje

1 1,
P(x) = p(x) - x = (12—%X) X = —paeX + 12x

e Profit kao funkcija potraZznje

1, 2

= —0.012x% + 8x — 680
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Zadatak 2

Zadana je funkcija troskova T(x) = 0.01x? + 4x + 680. Cijena p

Jjednog proizvoda u ovisnosti o broju prodanih proizvoda dana je
i — 1

funkcijom p(x) = 12 — 55 x.

a) Odredite funkciju profita u ovisnosti o broju proizvoda.

b) Odredite za koju koli¢inu proizvodnje se ostvaruje maksimalni profit
i koliko on iznosi.

c) Koliki su troskovi u slu¢aju maksimalnog profita?

d) Odredite za koje koli¢ine proizvodnje je profit pozitivan.

5,50

b) Treba pronaéi ekstreme funkcije D(x) = —0.012x? + 8x — 680.

D'(x) = —0.024x + 8
—0.024x+8=0
—0.024x = —8 /: (—0.024)

T(x) = 0.01x2 4 4x + 680 x = 333.33

D"(x) = —0.024,  D"(333.33) = —0.024 < 0
D(333.33) = —0.012 - 333.33% + 8- 333.33 — 680 = 653.33

Maksimalni profit se postize za priblizno 333 proizvoda i iznosi
653.33 novcane jedinice.

c) Troskovi kod maksimalnog profita iznose 3124.41 nov&anih jedinica.
T(333.33) =0.01- (333.33)2 + 4 -333.33 + 680
T (333.33) = 3124.41
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800
653.33 ¢

400 +

200 +

D

d) TraZimo nultoke funkcije D(x) = —0.012x> + 8x — 680.

—0.012x> +8x — 680 =0
x1 =100, x, = 566.67
tjeme: (333.33, 653.33)

o 33333 s66.87 X

Profit je pozitivan za koli¢inu proizvodnje x € (100, 566.67).

Zadatak 3

Da bi nesto zaradio, student kroz ljetne mjesece prodaje ogrlice na
plaZi. Proslo ljeto je prodavao ogrlice po 10€ i dnevno je prodao 20
ogrlica. Medutim, kada je povecao cijenu ogrlice za 1€, prodaja mu
se smanjila za dvije ogrlice dnevno.

a) Pronadite funkciju potraZnje za ogrlicama uz pretpostavku da se
radi o linearnoj funkciji.

b) Ako za izradu svake ogrlice student treba uloZiti 6 €, po kojoj cijeni
treba prodavati ogrlice da bi ostvario maksimalni profit? Koliko
iznosi maksimalni profit i koliko ogrlica ¢e prodati u tom sluc¢aju?
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Prirast linearne funkcije
Rjesenje
a) g=ap+ b, Ap=1, Ag= -2
Af )
f(x)=ax+b Ax :ﬁzﬁz_g
Ap 1
Ax =x — X3
g=—-2p+b
Af = f(Xg) — f(Xl)
q(10) =20
Af ) —fla)  (2e+b)—(axa+b) —2.10+ b =20
Ax Xo — X1 N Xo — X1 n b=40
ax; —ax; _ a(x —x1) Funkeit .. i g — —p 4 40
T o ox unkcija potraznje za ogrlicama: g = —2p +
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Grafovi funkcija

b) PROFIT (ili DOBIT) = PRIHOD — TROSKOVI
PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA N —— —2p+40
: I 240 — —12p + 240
e Prihod kao funkcija cijene: P(p) = p- q(p) ltroskovi| — _2p? 4+ 40p
P(p) = p- (—2p +40) = —2p® + 40p 200 | —— —2p°+52p— 240
168 +
e Troskovi kao funkcija cijene
T(p) =6-(—2p + 40) = —12p + 240
98 +
e Profit kao funkcija cijene
—potraznja /| .
D(p) = P(p) — T(p) = (— 2p* +40p) — (— 12p + 240) 40
p p p p p p
D(p) = —2p* + 52p — 240 | ;
/o 10 13 2 P
12/50 14 /50
TraZimo ekstreme funkcije D(p) = —2p? + 52p — 240.
D'(p)= —4p+52
Q P Zadatak 4

—4p+52=0
—4p = —52 /: (—4)
p=13
D'(p) = —4,  D'(13)=—-4<0

D(13) = —2-13% +52-13 — 240 = 98

Student mora ogrlice prodavati po cijeni od 13 € ukoliko Zeli ostvariti
maksimalni profit. Maksimalni profit u tom sluéaju iznosi 98 €, a proda
se ukupno 14 ogrlica.

g(13) = —2-13+ 40 = 14

q=—2p+40
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MenadZer je utvrdio da je veza izmedu prodajne cijene p robe i broja
komada N dana s

1500
N(p) = ———.
(P)= 2100
Prosjec¢ni troskovi za N komada robe jednaki su
14

Odredite cijenu uz koju se ostvaruje maksimalni profit i izratunajte taj
profit. Odredite za koje prodajne cijene robe je profit pozitivan.
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(p) 1500 T,—oy4 12 (%) - v(x) = u(x) - v(x)
= = i 1500p — 3000 uyN’ u'(x)-v(x)— u(x)-v'(x
N p? +100 P N il il u _
Rjesenje D(p) p? + 100 14 (v) (x) v(x)?
e Funkcija prosje¢nih troskova
trogkovi T(N
prosjetni trogkovi = % T,(N) = (T Di(p) — 1590 (p? + 100) — (1500p — 3000) - 2p
roj proizvoda P)= (p? + 100)?
2 _ 2
e Funkcija trogkova D(p) - 1500p2 + 150 000 — 3000p? + 6000p
(p? + 100)2
14
T(N) = Ty(N)-N= (2 + N) N =2N+14 D(p) = —1500p2 + 6000p + 150 000
)= (p? + 100)2
1500 3000
T(p) = 2N 14=2.——— 414=—"""114
(p) = 2N(p) + 21100 L 21100
16 /50 18/50
D'(p) =0
e Funkcija prihoda: PRIHOD = CIJENA - POTRAZNJA —1500p? + 6000p + 150000 0
POy Nep) 1500 1500p (p? +100)
p)=p-N(p)=p- =
p*>+100  p*+ 100 — 1500p> -+ 6000p + 150000 = 0 /: (—1500)
5 p> —4p—100=0
e Funkcija profita: PROFIT = PRIHOD — TROSKOVI
) 4 + /16 + 400
1,2 —
: 2
1500p 3000
D(p) = P(p) — T(p) = — 14) =
() =Plp) = T(P) = 2700 <p2 100 T ) pL=122, p,=-82
_ 1500p = 3000, , 0 122 + 1500 - 12.2 — 3000
T 21100 R 12.2) = bl — 14 = 47.49
pe o |+ | - D(12.2) 12.22 1 100
(p) = 1500 T(p) = 3000 414 D ‘ e ‘ N ‘ Maksimalni profit jednak je 47.49 novZanih jedinica i
4 p? + 100 p? + 100 ostvaruje se po cijeni od 12.2 nov&anih jedinica.
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Kada je profit pozitivan?

e Odredimo nultotke funkcije profita D(p)

D(p) =0
1500p — 3000
p? + 100

1500p — 3000 — 14 - (p*> 4 100) =0

—14 =0/ (p* + 100)

— 14p* + 1500p — 4400 =0 /: 2
— 7p% +750p — 2200 = 0

—750 & /7502 — 4 - (—7) - (—2200)
—14

p1 =3.02, p,=104.12

P12 =
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Zadatak 5

Prodaja ra¢unala u nekom poduzeéu u prvom polugodistu prosle
godine mijenjala se od najvise 464 komada na pocetku godine do
najniZze 282 komada na kraju polugodista. Nakon toga do kraja godine
zabiljeZen je linearni rast prodaje pri emu je u prosincu prodano 564
racunala. Napravite sinusoidalni model prodaje za prvo polugodiste te
odredite koliko je ra¢unala prodano u mjesecu listopadu.

Rjesenje

Asin(Bt+ C)+ D, te|0,6]

P(t) =
Et +F, te[6,12]
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47.49 +

40 +

20 +
122 25 40 60 80 100 120 14 P

—20 1

—40

i
‘ _ ‘ nultotke: 3.02, 104.12

D/
‘ Profit je pozitivan za p € (3.02,104.12).
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P(t) =Asin(Bt+ C)+ D, te]0,6]

P(t) = 9Lsin (Gt+5) +373, te[0,6]

e Amplituda: M =464, m = 282

 M-—m 464282

A = 1
2 2 )

e Pomak po y-osi
D=M-A=464—-91=373
e [kstremi moraju biti u tockama t =0i t = 6.
_ T . _3
B-0~|—C—2, B6—|—C—27r

Dobivamo C = % i B= %
23/50




P(t)=Et+F, tel6,12] e Niz pozitivnih realnih brojeva
P(t):47t7 te [6’ 12] do,d1,d2,...,dn, ...
e P(6) =282, P(12)=1564 e Clanovi niza rastu s konstantnom stopom rasta p
p p
6E F — 282 n = dp TA~9dn — (1 _> n
+ an+1 a+1ooa +100 a
12E + F =564
Niz (a,) je geometrijski s kvocijentom g = 1 + WPO
1 282 1 282
D = 0 :—6, D1: 8 :—282, D2: 0 8 =0 pa .. .
12 1 564 1 12 564 e Clanovi niza padaju s konstantnom stopom pada p
p p
D, —282 Dy 0 aner = a0 — 1osan = (1= =25) ay
D —6 ’ D -6 0
Niz (a,) je geometrijski s kvocijentom g =1 — P
e U desetom mjesecu prodano je P(10) = 47 - 10 = 470 ralunala. 100
24 /50 26 /50
564 1P(t) Eksponencijalni rast
464
370 + ® a, = dp - qn7 dp = 4y qn_l
e Ako je g > 1, tada je g = e za neki k > 0.
282 +
200 | an=ap-q"=ap- ()" = ap- "
1004 Kontinuirani slu¢aj
N e KaZemo da veli¢ina y(x) eksponencijalno raste ako vrijedi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 B
y(x) =yo-e”
(m, T
o {9 (6t+ 2) 4373, teo,6] cdie je k > 01 yo = y(0)
aTt, te[6,12]
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Eksponencijalni pad

n—1

® a,=ap-q", apn=a-q

o Ako je 0 < g <1, tada je g = e ¥ za neki k > 0.

an=ap-q"=ap-(e )" =ap-e k"

Kontinuirani slucaj

e KaZemo da veli¢ina y(x) eksponencijalno pada ako vrijedi

y(x)=yo-e ™

gdje je k >0 yp = y(0).

(a,) je geometrijski niz s kvocijentom €%°
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y:)/O‘ekX y:2eO.5x

e Brzina rasta funkcije y u toki x proporcionalna je s vrijednos¢u
funkcije u toj tocki. Konstanta proporcionalnosti jednaka je k.

20
Y'(x) =y €k =k y(x)
e Diskretizacija 10
y(X + AX) Yo - ek(x+AX) Yo - ekx X ekAx Ax ( k)Ax
—_= = _= e
y(x) Yo - e Yo - ek :
o—>
Niz (a,) definiran s [ o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 X
a, = y(n-Ax), neNU{0} Ax =105, a,=y(0.5n)
0 - 0 0 .. 0'25
za fiksni Ax je geometrijski niz s kvocijentom g = e<Ax. (an) je geometrijski niz s kvocijentom e
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_ . a—kx y
Y=>-¢€ y = 256_0'5X
e Brzina pada funkcije y u tocki x proporcionalna je s vrijedno$¢u 25
funkcije u toj toCki. Konstanta proporcionalnosti jednaka je —k.
Y'(x)=yo- e (=k) = =k - y(x)
e Diskretizacija 10
y(x + AX) Yo - e k(x+Ax) Yo - e hx . @—kAx A ( ,k)Ax
== == = e ==
y(x) Yo ek Yo - e~k
O—>
Niz (a,) definiran s [ o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 X
a, = y(n-Ax), neNU{0} Ax =0.5, a,=y(0.5n)
. . . . . —0.25
za fiksni Ax je geometrijski niz s kvocijentom g = e kA% (an) je geometrijski niz s kvocijentom e
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4 -0.5
y = 2be "% Zadatak 6

(an) je geometrijski niz s kvocijentom e =%
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Dijete ce tijekom svoga Zivota narasti najvise do visine od 185 cm.
Prilikom rodenja dijete je imalo visinu od 53 cm, a godisnja stopa
rasta je 28%.

a) Pronadite logisti¢ku funkciju

A

1) = 14 Be Kt

koja modelira djetetov godisnji rast, tj. f(t) je visina djeteta u
centimetrima nakon t godina.

b) Nakon koliko godina Ce dijete biti visoko 1.5 metara?

c) U kojem trenutku je najveca brzina rasta djeteta?
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A

Rjesenje f(t) = 1+ Bekt b) 1.5m = 150 cm
a) Odredimo najprije konstantu A. Napomena: k >0 f(t) = 150 o—0-24686t _ 0.23333
2.49057
: . A A 185
— — = — 0.23333
Jim f(6) = lm e 1B 0 A 1 2.40057e o2seeer — 120 — 0.24686¢ = In
2.49057
|z uvjeta zadatka slijedi A = 185. 1+ 2.49057¢0-24686t _ % t — 959172
Odredimo sada konstantu B. omaesee 37
185 2.49057e™ =30~ 1 a*=b & x=log,b
f(0) =53 1+B=—
53 2.49057¢ 024686t — (23333
185 132
53 p=132
1+ Be 53 0.59172 god = 0 12 mjeseci = jeseci
. god = 0.59172 - 12 mjeseci = 7.10064 mjeseci
185
— = B =~ 2.49057
1+ B >3 205 Dijete ce biti visoko 1.5 m nakon 9 godina i 7 mjeseci.
36 /50 38/50
f(t) = %
1+ Be Kt c) Brzinu rasta funkcije f mjeri derivacija f’. Najveca brzina se
postiZze u tocki infleksije.
Konaé¢no odredimo konstantu k. F(t) = A
. L ) . o8 o AB k>0 1+ Be kt f strogo raste
p — , q — _— = — = 1. —kt
100 100 ABke
F(t) = g geiye f' >0
g—e e =128  k=In128 k=~ 0.24686 Ta— (1+ Be7k)?
_ 2 —k —k
185 f (T) = E f-”(t) _ ABk<e t(Be t_ 1)
f(t) = (1+ Be*t)3
1 + 2.49057 ¢ —0-24686t
1 1
f'(t)=0 = Be®-1=0 = el== = —kt=h=- =
B B
1. 1 1 In B
t=——In—= t=—-InB! t= ——
= g = P = p
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U naSem slucaju je

InB  In2.49057
pum pum prm— . 4
f k 0.24686 369647
0.69647 god = 0.69647 - 12 mjeseci = 8.35764 mjeseci
A 185
—=—=2025
2 2

Dijete najbrze raste nakon priblizno 3 godine i 8 mjeseci. U trenutku
najbrZeg rasta ima visinu od 92.5cm.

Zadada

Odredite prvu i drugu derivaciju te tocku infleksije za konkretnu funkciju

o 185
(1) = T 2.40057¢ o2wemer-

Logisticka regresija (klasifikacija)

student: kolokvirao, nije kolokvirao

f(t)

e mail: spam, nije spam

Provjerite da funkcija zaista ima tocku infleksije.
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f(t)
185 | Grani¢ni trosak pokazuje za koliko se poveca trosak ako se proizvodnja
poveca za jedan proizvod. Funkcija grani¢nih ili marginalnih troskova
1401 T, dobije se kao derivacija funkcije troskova, tj. T,(Q) = T'(Q).
100 L Grani¢na potraznja pokazuje za koliko se smanji potraznja ako se cijena
poveca za jednu nov€anu jedinicu. Funkcija grani¢ne ili marginalne
(3.69647,92.5) .. . L ) .
53 potraZnje g, dobije se kao derivacija funkcije potraznje, tj.
9¢(p) = 4q'(p).
! 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Grani¢na ponuda pokazuje za koliko se poveda ponuda ako se cijena
—10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 t

B 185
1+ 2.49057¢0-24686¢

f(t)
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poveca za jednu nov€anu jedinicu. Funkcija grani¢ne ili marginalne
ponude g, dobije se kao derivacija funkcije ponude, tj. gz(p) = ¢'(p).
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. . .. .y « Rjesen;j
Vizualizacija grani¢nih troSkova )Jesenje /f’(x)g(x) dx = f(x)g(x) —/f(x)g’(x) dx
a
- - Tc=T
Kada je AQ =1, tada dT predstavlja G _
T grani¢ne troskove na razini proizvodnje Q. T = (1 + Q)e—Q T(Q) - (_Q B 2)6‘ © + C’ CeR
T=/[(1 QdQ= [ (1 (—e ) 'dQ =
. /(+Q)e Q /(+Q) (—e %) dQ
=@+ (- )~ [ar Q) (~e)ae-
= —(1+Q)e ?— /1 (—e7?)dQ =
T(Q) |
—
=—(1+ Q)e‘Q+/e_QdQ = - (1+Qe?—e 4+ C=
=(-Q-2)e?+C, CeR /exdx:eX+C
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T(Q)=(1+Q)e ®
T(Q)=(-Q—-2)e®+C, CeR
Zadatak 7
Zadana je funkcija grani¢nih troskova Tg = (1 + Q)e™©. y y
T() - T(2) = /T/(Q)dQ - /(1 L Qe 9dQ =
a) Odredite za koliko se promijene troskovi ako se proizvodnja s dva ) A
proizvoda poveca na pet proizvoda.
5
b) Odredite funkciju troskova ako fiksni troskovi iznose 100 novéanih =(-Q— 2)67(‘)’2 =(-5-2)e - (-2-2)e?=
Jedinica.
=4e 2 — 7e™® ~ 0.49418
Troskovi se promijene za priblizno 0.49 novanih jedinica.
Ova promjena troskova vrijedi za svaki C € R.
47 /50
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b) Zadatak 8
T(Q)=(-Q—-2)e®+C, CeR
Zadana je funkcija troskova
7(0) =100 T(Q) =2@* +5Q% +3Q + 1.
(-0—-2)- e+ C=100
04 C =100 a) Odredite grani¢ne troskove na razini proizvodnje od 5 proizvoda i
interpretirajte dobiveni rezultat.
¢ =102 b) Odredite stvarnu promjenu troskova kada se proizvodnja s 5
T(Q)=(-Q — 2)e_Q +102 proizvoda poveca na 6 proizvoda.
c) Usporedite rezultate iz a) i b) dijela zadatka i prikaZite ih grafi¢ki
na slici zajedno s grafom funkcije troskova.
48 /50 50 /50

102 |- i
101 |- i
100 |- s

1 [ -
0.5} i

0 [ -

| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
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