Relacije

DISKRETNE STRUKTURE S TEORIJOM GRAFOVA

a) Ispisite elemente relacije R.
b) Odredite matricu incidencije relacije R i nacrtajte graf relacije R.

c) Ispitajte je li relacija R refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na i

tranzitivna.
RjeSenje
Damir H
amir Horvat (a, b) € R evvwvwvvwvwvvws g R b
FOI, Varazdin
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Zadatak 1 Matrica incidencije
Neka je A= U, W X, Y Z} sk d pet knjiga koj daj
J { . } skup od pet njl?a oje se prodaju na ab UWX Y 7
fakultetu. Pretpostavimo da knjige imaju sljedeca svojstva:
uj1r 0 0 0 1
knjiga ‘ cijena ‘ debljina wi1 1 0 0 1
V) 70 kn | 100 stranica X1 0 1 0 1
w 175 kn | 125 stranica Yyil1 0 0 1 1
X 140 kn | 150 stranica 710 0 0 0 1
Y 70 kn | 200 stranica
Z 35 kn | 100 stranica Elementi relacije
Na skupu A definiramo relaciju R na sljedeci nacin: R = {(U, U), (U, 2),(W,U), (W, W), (W, Z),(X,U),
(2, b) c R (g} (c(a) 2 C(b)) A (d(a) 2 d(b)) X>X)7 (sz)a (Y7 U)7 (Ya Y)> (sz)v (Z> Z)}
def
pri ¢emu je c(K) cijena knjige K, a d(K) debljina knjige K. (a,b) e R < (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.

¢ Pomocu grafa relacije
Kod svakog vrha u grafu se nalazi petlja.

e Pomocu definicije
Za svaki x € A je c(x) = ¢(x) i d(x) > d(x) pa vrijedi x R x.
Relacija R je refleksivna relacija na skupu A.

Opcenito je R refleksivna relacija na bilo kojem skupu knjiga.

Antisimetri¢nost (Vx,y e A)(x Ry)A(yRx) = x=y)

Pretpostavimo da je x R y i y R x.

xRy = |c(x)=c(y)||d(x) = d(y)

yRx = |c(y) = c(x),||d(y) = d(x)
| |

c(x) =cly) d(x)=d(y)

e Dakle, knjige x i y imaju jednaku cijenu i jednaki broj stranica.
e U nasem sludaju slijedi da je x = y pa je R antisimetri¢na relacija.

e Opcenito to ne mora biti antisimetri¢na relacija jer dvije razlidite
knjige mogu imati jednaku cijenu i jednaki broj stranica.

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b)) (a,b) e R <5 (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
4/45 6 /45
Tranzitivnost (Vx,y,ze A) (xR y)A(y Rz) = xR z)
Pretpostavimo da je x Ry iy R z.
Simetri¢nost (Vx,y e A)(xRy = y Rx) retpostavimo da e xv y iy e 2
XRy = [c(x) =c(y),||d(x) = d(y)
e Pomocu matrice incidencije R o le) = el ldy) = d(2)
Matrica incidencije nije simetri¢na matrica. Na primjer, yrez ‘v /lc ik Y I z
WRU URW c(x) = c(z) d(x)=d(z)
e Iz c(x) = c(2) i d(x) = d(z) slijedi x R z. Stoga je R tranzitivna

e Pomocu grafa relacije
Na primjer, postoji luk (W, U), ali ne postoji luk (U, W).

Relacija R nije simetri¢na relacija na skupu A.

(3,6) e R €5 (c(a) > (b)) A (d(a) > d(b))
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relacija.

e Opcenito, relacija R je tranzitivna relacija na proizvoljnom skupu

knjiga.

£ (c(a) = c(b)) A (d(2) > d(b))

(a,b) e R
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Matrica incidencije

b

Nluwx vy z
vuil1 0 0 0 1
wii 1 0 0 1
X1 0 1 0 1
Y|1 0 0 1 1
Z|0 0 0 0 1
[Najmanji element| ne postoji Hasseov @
dijagram
[Minimalni elementi] X, Y, W
]Najvec’i element‘ Z @
[Maksimalni elementi] Z X » W
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Matrica incidencije

¥l12345673
1110011000
210110000 1
3101100001
4110011000
5/10011000
6100000110
7100000110
8/01 100001

P = {{1,4,5},{2,3,8},{6,7}}
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Zadatak 2

Zadana je particija

P = {{1,4,5},{2,3,8},{6,7}}

skupa A ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Napisite matricu incidencije i
nacrtajte graf relacije ekvivalencije p na skupu A koju prirodno definira
zadana particija P.

RjeSenje

Xpy NS y pripadaju istom elementu particije P
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Nekasua,beZineN, n> 1.

a= b (mod n) & JkeZ, a—b=nk

a=b(mod n) <= aibdajuisti ostatak pri dijeljenju s n

e 10=1(mod 3) jer 3|10-1

e —15=13(mod 7) jer 7|-15-13

e 2#7 (mod 11) jer 1112-7

e —15# —13 (mod 7) jer 7{—15—(—13)
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Zadatak 3

Na skupu B = {—4,—-3,—-2,—1,0,1,2,3,4} zadana je relacija ~ s
def 2_ 2
m~n < m°=n" (modb5).

a) DokaZite da je ~ relacija ekvivalencije na skupu B.

b) Odredite sve elemente kvocijentnog skupa B/~.
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m~n <% m?=n? (mod 5)

Tranzitivnost (Va,b,ce B)((a~b)A(b~c) = a~c)

(a~b)A(b~c) = a*=b*(mod5) A b?>=c?(mod5) =

= Ju,veEZ, a®>—b*=5u b>—c?>=5v =

b
= (2-P)+ (b —c?)=5u+5v = @2 —c2=5(u+v) =
W—/

€
= a*>=c?(modb) = a~c
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m~n < m?2=n? (mod 5)

RjeSenje

a)

1. nadin

Refleksivnost (Vae B)(a~ a)

a~a & a°>=a’(modb)

Simetri¢nost (Va, b e B) (a ~b = b~ a)

a~b = 2?>=b(mod5) = b>=2a*(mod5) = b~a
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B={-4,-3,-2-1,01234}| |m~n <% m2 = (mod 5)

[a]l. ={x € B:x~ a}

[0].. = {0}

[1]. = {—4,-1,1,4}
2]. = {-3,-2,2,3}
[38]. ={-3,—-2,2,3}
[4]. = {—4,-1,1,4}

~ig

2. nadin

Odredimo klase svih elemenata.
[—4]. ={-4,—-1,1,4}
[-3]~ ={-3,—-2,2,3}
[-2]. ={-3,—-2,2,3}
[—1]. = {—4, —1,1,4}

Dobili smo particiju skupa B koja

prirodno definira relaciju ~. Stoga

je ~ relacija ekvivalencije na skupu
B.
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B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

m~n <5 m?=n? (mod 5)

[a]. ={x € B:x~ a}

b)

[0]. = {0}
[1]. = {-4,-1,1,4}
2]. = {-3,-2,2,3}

B/~ = {[O]Nv [1]~, [Q]N}
k(B/~) =3
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Relacija p na skupu A= {a, b, c} (Lijeve) klase elemenata

[al, = {b, ¢}
[b], = {a}
lc], = {a}

e Klase &ine particiju P = {{b, c},{a}} skupa A= {a, b,c}.
e Particija P ne definira relaciju p, nego relaciju ekvivalencije 7.

Relacija 7 na skupu A = {a, b, c}

@D
&

Klase elemenata

[a]: = {a}
[b]T = {b7 C}

[c]l; = {b,c}
—
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Napomena

e U sluc¢aju da relacija p nije relacija ekvivalencije na skupu A,
takoder mozemo govoriti o "klasi” pojedinog elementa.

e "Klase” u tom slu¥aju ne moraju dati particiju skupa A. Stovige,
moguce je da "klasa” nekog elementa bude prazan skup.

e Ako p nije simetri¢na relacija, tada su skupovi
[a]ﬁ,’Eft) ={x€A:xpaj, [a]E,'ight) ={x€A:apx}

opcenito razli¢iti. U tom slu¢aju govorimo o lijevoj i desnoj klasi
pojedinog elementa a € A.
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Neka je p refleksivna relacija na skupu A koja zadovoljava sljededi

uvjet:

(%) Lijeve klase svaka dva elementa iz skupa A su medusobno
jednake ili disjunktne.

Tada je p relacija ekvivalencije na skupu A.

Domaca zadaca.
DokaZite navedenu

)
)

simpati¢nu tvrdnju.
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Zadatak 4
Na skupu 7. definirana je relacija ~ s

a~b &L 2 B je djeljivs 3.

a) DokaZite da je ~ relacija ekvivalencije na skupu Z.
b) Odredite klasu elementa O i klasu elementa 1.

c) Odredite kvocijentni skup Z/~.
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def
a~b & 3|2 P

Tranzitivnost (Va,b,ceZ)((a~b)A(b~c) = a~c)

(a~b)A(b~c) = 3|a2—b* AN 3| - =

= Tk, ko €7, 3 — b? =3ki, b — 2 =3k =

+
= (32 — bz) + (b2 — C2) =3k + 3k, =

= @-c?=3(kt+k) = 3|*-c = a~c
—_
cZ
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def
a~b & 3| a% — b2

Rjesenje
a) Treba provijeriti da je ~ refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija.
Refleksivnost (VaeZ)(a~ a)

a~a & 3|a2—-a* & 3]0

Simetri¢nost (Va,beZ)(a~b = b~ a)
a~b = 3|a*—b = JkeZ a®— b =3k =

= b?—a°=3-(—k) = 3| -2 = b~a
W—/
€7
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[l. ={x€Z:x~a}| |an b &L 3] 22— 12

" 0. ={x€Z:x~0} ={x€Z:3]|x* -0} =

={x€Z:3|x*}={x€Z:3|x}=3Z
Cijeli broj x je djeljiv s 3 ako i samo ako je x? djeljiv s 3.
e Tvrdnju smo dokazali ranije za prirodne brojeve.

e Svi ponudeni dokazi od ranije potpuno analogno prolaze i u slu¢aju
cijelih brojeva.
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

[.={x€Z:x~1} =
={x€Z:3|x -1’} ={x€Z:3|x*-1} =
={x€Z:3kel x*=3k+1} ={x€Z:3{x} =
=(BZ+1)U(BZ+2)=1Z\3Z

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako
x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.

e DokaZimo jo3 navedenu tvrdnju koju smo ovdje koristili.
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x €7,3tx < x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x=3k = x> =9k = x*=3-(3k?)
~—

S/
Dakle, x? je djeljiv s 3. Stoga x? pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1.
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x €7Z,3%x & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3. Razlikujemo dva sludaja.
e x=3k+1lzaneki keZ
x=3k+1 = x*>=9k>+6k+1=3-(3k*+2k)+1 =
~——

= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z

o x=3k+2zaneki kecZ 341
vd
x=3k+2 = x*=9k>+ 12k +@®=3 - 3k* + 4k +1)+1 =
~—

— X2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z
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c) Odredili smo ranije klase elemenata 0 i 1.

[0]. = 3Z
[1]. =7\ 3Z

Kako je ~ relacija ekvivalencije na skupu Z i
[0]. U[1]. = Z,
zaklju¢ujemo da se kvocijentni skup sastoji od samo dvije klase, tj.

Z/~ = {3Z, 7.\ 3Z}.
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Algoritam za ruéno crtanje Hasseovih dijagrama

1) Pronadi matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

2) Dvostruko zaokruZi sve jedinice na glavnoj dijagonali.

3) Ponavljaj redom sljedece korake tako dugo dok sve jedinice u matrici

incidencije ne budu dvostruko zaokruZene.

.....

dvostruko zaokruzene i ubaci pripadne elemente na sljedeéi nivo u
Hasseovom dijagramu.

3.2 Jednostruko zaokruZi sve nezaokruZene jedinice u svim retcima od
elemenata koji su upravo ubaéeni u Hasseov dijagram.

3.3 Provjeri sve jednostruko zaokruZene jedinice koje se nalaze u retcima i
stupcima do sada ubadenih elemenata u Hasseov dijagram i po potrebi
dodaj odgovarajuce bridove u Hasseov dijagram, a nakon provjere sve
takve jedinice dvostruko zaokruZi.
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RjeSenje

a2 3 4 8 9 16 32 64 81 Hasseov dijagram
2110 1. 1.0 1 1 10

3/0 100100 0 1 10 (69 6D
4/0 01 0 0 1 0 1 0

8/0 001 0 0 0 1 0

9o o o 0o 10001 @ & © B
16/0 0 0 0 0 1 0 0 0

32/0 00000 1 0 0

64/ 0 0 0 0 0 0 0 1 0 (2) (3)
810 0 0 0 0 0 0 0 1

axb < b=a"zanekireN

def
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Zadatak 5
Na skupu T = {2,3,4,8,9,16,32,64,81} definirana je relacija
parcijalnog uredaja < na sljedeci nacin:

def

axb < b=2a" zanekir e N.

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu T.

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa T.
d) Odredite supremum i infimum podskupova {4,8} i {4,8,32}.

e) Je li parcijalno ureden skup T mreZa? Objasnite.
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19 ) 6D

@ ® © &

e Podskup {4,8}

Donje mede] 2
Gornje mede| 64

inf {4,8} = 2
sup {4,8} = 64

]Najmanji element‘ ne postoji

[Minimalni elementi] 2,3

]Najve(:i element‘ ne postoji

[Maksimalni elementi] 16,64, 81,32

Parcijalno ureden skup T nije mreZa jer npr.
dvotlani podskup {2,3} nema infimum (niti
supremum).

e Podskup {4,8,32}

2
ne postoje

inf {4,8,32} =2

sup {4, 8,32} ne postoji
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Zadatak 6
Na skupu B = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} definirana je relacija parcijalnog
uredaja < na sljedeci nacin:

x<y & (x| y) V (x je prost A (x < y))

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu B.

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa B.

d) Odredite supremum, infimum, maksimum i minimum podskupa
{4,5,6}.

e) Napisite nekoliko lanaca u parcijalno uredenom skupu B.
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]Najmanji eIement‘ 2

[Minimalni elementi]| 2

[Najveci element| ne postoji

[Maksimalni elementi| 8,9,10,6

Podskup {4,5,6}

2.3 ne postoe
inf{4,5,6} =3 sup {4,5,6} ne postoji
min {4,5,6} ne postoji

max {4,5,6} ne postoji
Neki lanci u B

L£1=1{2,3,5,7,8}, L,=1{3,4,8}, L3={5,6}
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RjeSenje -
Hasseov dijagram

l2 3 45 6 7 8 9 10

21111 1 1 1 1 1 1 (8) 9 @0

3]0 1111 1 1 1 1

4/0 01 0 0 0 1 0 0 (6) (7)

5/0 0 01 1 1 1 1 1

6/0 0 0 01 00 0 0 (4) (5)

710 00 00 1 1 1 1

8/0 0 0000 1 00 (3)

9/0 0 0 0 00 0 1 0

1000 0 0 000 0 0 1 2

x<y &L (x| y) V (x je prost A (x <y))
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Zadatak 7
Neka je A= {1,2,3}. Na skupu P(A) definirana je relacija

parcijalnog uredaja < na sljedeci nacin:

def

X<Y &L (X =Y)Vv(k(X) < k(Y))

pri &emu su k(X) i k(Y') kardinalni brojevi skupova X i Y.

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu P(A).

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa P(A).

d) Odredite supremum, infimum, maksimum i minimum podskupa
€= {{L2}.{L3}}.

e) Je li P(A) linearno ureden skup? Je li P(A) mreza? ObrazloZite

svoje odgovore.
35/45




RjeSenje

~
i20)
y ~ A A Sﬁ r‘?)'\ n}* v Hasseov dijagram
P N AN AN AN AR
pl1 111111 1 11,2,3} Zadatak 8
{1}}o 1 0 0 1 1 1 1 Na skupu N definirana je relacija <X s
1,2 1,3 2,3 .
ho o101 111 Ly 23 a#béb:a’zanekirEN.
3;/0 0 0 1 1 1 1 1
{1{21 0000 100 1 a) DokaZite da je (N, <) parcijalno ureden skup.
{1,3}/0 0 0 0 0 1 0 1 {1} {2} {3} b) Odre??//te najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
’ parcijalno uredenom skupu N.
{2,340 0 0 0 0 0 1 1 g c) Odredite maksimalne elemente u (N \ {1}, 4).
{1,230 0 0 0 0 0 0O 1
X<Y & (X =Y)V(kX) < k(Y))
36/45 3845
{1,2,3} ]Najmanji eIement‘ 1] a<b A p o e nekir € N

e

{1,2}  {1,3} {2,3}

[Minimalni elementi] ()

]Najvec'i element‘ {1,2,3}

[Maksimalni elementi] {1,2,3}

1 2 3
{1 {2 {3 C = {{1,2},{1,3}}

0 [Done mede] {1}. {2}, {3}.0 [Gorne mede] {1.2,3)
inf C ne postoji sup C ={1,2,3}

max C ne postoji

min C ne postoji
e (P(A), <) nije linearno ureden skup jer npr. elementi {1} i {2}
nisu usporedivi.

e (P(A), <) nije mreza jer podskup C nema infimum. /
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RjeSenje

a) | Refleksivnost (VaeN)(ax a)

(Va,beN)((ax b)A(b<xa) = a=0b)

(axb)AN(b=xa) = dn,neN, b: =

= (brz)n:b = b =b = nn=1=>n=1n=1=

Antisimetri¢nost

= a2=>5b jersunr,neN
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def

axb < b=3a"zanekireN

Tranzitivnost

(axb)A(bxc) = In,neN, b:!, c=pr =

r

(Va,b,ceN)((ax b)A(b=<c) = axc)

= c=(a")" = c=a" = axc

jerjenn € N
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def

axb < b=3a"zanekireN

Najveci element

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu
(N, x).

(IM € N)(Va € N)(a g M)
(IM € N)(Va € N)(Ir e N)(M = a")

Dakle, M se moZe napisati kao prirodna potencija svakog prirodnog
broja. To je kontradikcija pa najveci element u (N, —4) ne postoji.

42/ 45

def

axb < b=a"zanekireN

b) | Najmanji element

Pretpostavimo da je m najmanji element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3m e N)(Vae N)(m < a)
(I3m € N)(Va € N)(Ir e N)(a=m")

Dakle, svaki prirodni broj se moZe napisati kao prirodna potencija broja
m. To je kontradikcija pa najmanji element u (N, <) ne postoji.
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def
axb &

b=a"zanekireN

Maksimalni elementi

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom
skupu (N, ).

(M eN)(VaeN)(M<a = a= M)
(M e N)(Vae N)((3reN)(a= M") = a= M)

Ako je M # 1, tada je M # M? i M < M?. Stoga je broj 1 jedini
maksimalni element u parcijalno uredenom skupu (N, x).
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def
axb &

b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja
(r # 1). Minimalni elementi su prirodni brojevi koji nisu potencije
prirodnog broja. Na primjer: 6,15,17,34, ...

Specijalno, prosti brojevi su minimalni elementi.

Broj 1 je jedini element koji je minimalni i maksimalni.
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def
axb &

b=a"zanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).
Stoga parcijalno uredeni skup (N'\ {1}, <) nema niti jedan
maksimalni element.

Svaki neprazni parcijalno uredeni skup u kojemu svaki lanac
ima gornju medu, sadrZi barem jedan maksimalni element.

e Obrat Zornove leme ne vrijedi. Jedan protuprimjer je upravo
(N, <).
e Na kona¢nim skupovima Zornova lema je trivijalna injenica.
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