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prvi zadatak



Zadatak 1
Neka je A = {U, W, X,Y, Z} skup od pet knjiga koje se prodaju na
fakultetu. Pretpostavimo da knjige imaju sljedeca svojstva:

knjiga | cijena |  debljina
70 kn | 100 stranica

175 kn | 125 stranica

140 kn | 150 stranica
70 kn | 200 stranica
35 kn | 100 stranica

N < XS c

Na skupu A definiramo relaciju R na sljedeci nacin:

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))

pri &emu je c(K) cijena knjige K, a d(K) debljina knjige K.
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a) Ispisite elemente relacije R.
b) Odredite matricu incidencije relacije R i nacrtajte graf relacije R.

c) Ispitajte je li relacija R refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na i
tranzitivna.
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a) Ispisite elemente relacije R.
b) Odredite matricu incidencije relacije R i nacrtajte graf relacije R.

c) Ispitajte je li relacija R refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na i
tranzitivna.

Rjesenje

(a,b) € R evvvwvavanvvvws g R b
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Matrica incidencije

Yluwx vy z

U
w
X
Y
Z

def

(a,b) e R —=

(c(a) = c(b)) A (d(a)
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Matrica incidencije

MYuwx vy z

U
w
X
Y
Z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

V) 70kn | 100 stranica
w 175kn | 125 stranica
X 140 kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
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Matrica incidencije

NYluwx vy z

U
w
X
Y
Z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

V) 70kn | 100 stranica
1 0 0 w 175kn | 125 stranica
X 140 kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

NYluwx vy z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

U 70kn | 100 stranica
Uull1 0 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
W X 140 kn | 150 stranica
X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
Y
7
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

NYluwx vy z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

U 70kn | 100 stranica
Uull1 0 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
w1 X 140 kn | 150 stranica
X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
Y
7
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

NYluwx vy z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
w1 1 X 140kn | 150 stranica
X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
Y
7
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))

3/45



Matrica incidencije

NYluwx vy z

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
wli 1 0 X 140kn | 150 stranica
X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
Y
7
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

NYluwx vy z
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debljina

U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
Wil 1 0 o0 X 140kn | 150 stranica
X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica
Y
7
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

ab uwXx Yy 7 U 70kn | 100 stranica

UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica

wli 1 0 o 1 X 140 kn | 150 stranica

X Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica

Y

4

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘ debljina

a b uwXxy~ZZ V) 70kn | 100 stranica

ui1 0 0 0 1 W | 175kn | 125 stranica

wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica

x| 1 Y 70kn | 200 stranica
Z 35kn | 100 stranica

Y

Z

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘ debljina

ab uwXx Yy Z U 70kn | 100 stranica
Uull1 0 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
X|1 0
Z 35kn | 100 stranica
Y
7

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘ debljina

a b uwXx Yy Z U 70kn | 100 stranica

Uull1 0 0 0 1 w 175kn | 125 stranica

wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica

xl1 0 1 Y 70kn | 200 stran!ca
Z 35kn | 100 stranica

Y

7

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Matrica incidencije
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debljina

ab uwXx Yy 7 U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
wli 1 0 o 1 X 140 kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
X1 0 1 0
Z 35kn | 100 stranica
Y
4
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

a b uwXx Yy Z U 70kn | 100 stranica

UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica

wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica

1 1 1

X 0 0 Z 35kn | 100 stranica

Y

7

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije
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wli 1 0 o 1 X 140 kn | 150 stranica
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Matrica incidencije

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

ab uwXx Yy 7 U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
wli 1 0 o 1 X 140 kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
X1 0 1 0 1
Z 35kn | 100 stranica
Y1 O
4
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

b

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

aa U w Xx vy 7 U 70kn | 100 stranica

UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica

wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica

1 1 1

X 0 0 Z 35kn | 100 stranica

Y|l 0 0

7

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

b

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

aa U w Xx vy 7 U 70kn | 100 stranica

UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica

wli1i 1 0 o 1 X 140kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica

1 1 1

X 0 0 Z 35kn | 100 stranica

Y1 0 0 1

7

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

b

a

u w X

U
w
X
Y
Z

1
1
1
1

0 0

1 0
0 1
0 0

R~ ~ ~|N

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

V) 70 kn
w 175 kn
X 140 kn
Y 70kn
Z 35kn

100 stranica
125 stranica
150 stranica
200 stranica
100 stranica

(a,b) e R —=
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
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debljina

V) 70 kn
w 175 kn
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(a,b) e R —=
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Matrica incidencije

b
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u w X
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Matrica incidencije
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zl0o 0 0 0

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

V) 70 kn
w 175 kn
X 140 kn
Y 70kn
Z 35kn

100 stranica
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(a,b) e R —=
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Matrica incidencije

b

knjiga ‘ cijena ‘

debljina

U W XY Z U 70kn | 100 stranica
UujilrT 0o 0 0 1 w 175kn | 125 stranica
wli 1 0 o 1 X 140 kn | 150 stranica
Y 70kn | 200 stranica
X1 0 1 0 1
Z 35kn | 100 stranica
Y|1 0 0 1 1
Z|0 0 0 0 1
(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) = d(b))
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Matrica incidencije

uwXx 'y <2

1
1

1
1

0 0 O

1

0 0

1
1

0 0 1

1
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(c(a) = c(b)) A (d(a)
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<

(a,b) e R
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Matrica incidencije

uwXx 'y <2

0 0 0 1
1 1

1
1

0 0

1
1

0 0 1

1
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(c(a) = c(b)) A (d(a)
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(a,b) e R
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U
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N[ — — — —
>X|lo o o —+ o
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'O X| o o —+ o o
c
]
TS| =|o - o o o
O
c
8]
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S| 742 = X >N
]
=
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
Ult 0o 0 0 1
wiit 10 0 1
X1 01 0 1
Yyt 00 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R={

def

(a,b) e R —=
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R = {(U,V)

(a,b) e R —=

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,Z)

(a,b) e R —=

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,Z),(W,V)

(a,b) e R —=

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,VU),(U,Z),(W,U),(W, W)

(a,b) e R —=

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,VU),(U,Z),(W,U),(W,W),(W,Z)

(a,b) e R —

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,VU),(U,Z),(W,U),(W,W),(W,Z),(X,U)

(a,b) e R —=

def
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),

>

ke’
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Matrica incidencije

b

Yuwx vy z
Uit 0 0 0 1
w1 1 0 0 1
X1 01 0 1
Yl1 0 0 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),

(X, X

)

9

Y

(a,b) e R —

def
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
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X1 01 0 1
Yyt 00 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),

(X, X),(X,2),(Y,U)

def

(a,b) e R —
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
Ult 0o 0 0 1
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Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),

(X, X), (X, 2),(Y,U),(Y,Y)

def

(a,b) e R —
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
Ult 0o 0 0 1
wiit 10 0 1
X1 01 0 1
Yyt 00 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),
(X

, X), (X, 2), (Y, U), (Y, Y), (Y, 2)

(a,b) e R —

def
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Matrica incidencije

MYuwx vy z
Ult 0o 0 0 1
wiit 10 0 1
X1 01 0 1
Yyt 00 1 1
Zlo 0 0 0 1

Elementi relacije

R ={(U,V),(U,2),(W,U),(W,W),(W,2Z),(X,U),
X), (X, Z),(Y,U), (Y. Y).(Y.2),(Z,2)}

(X

(a,b) e R —

def
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Refleksivnost (Vx € A) (x R x)

(a,b) e R <L (c(a) = (b)) A (d(a) > d(b))
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Refleksivnost

(Vx € A) (x R x)

e Pomocu matrice incidencije

def

(a,b) e R —

(c(a) = c(b)) A (d(a)
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Refleksivnost

(Vx € A) (x R x)

e Pomocu matrice incidencije

Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.

def

(a,b) e R —

(c(a) = c(b)) A (d(a)
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.

e Pomocu grafa relacije

(a,b) e R <L (c(a) = (b)) A (d(a) > d(b))
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
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Kod svakog vrha u grafu se nalazi petlja.
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.
e Pomocu grafa relacije
Kod svakog vrha u grafu se nalazi petlja.
e Pomocu definicije
Za svaki x € A je c(x) > c(x) i d(x) > d(x) pa vrijedi x R x.

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.

e Pomocu grafa relacije
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e Pomocu definicije
Za svaki x € A je c(x) > c(x) i d(x) > d(x) pa vrijedi x R x.
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Refleksivnost (Vx € A)(x R x)

e Pomocu matrice incidencije
Na glavnoj dijagonali se nalaze jedinice.

e Pomocu grafa relacije
Kod svakog vrha u grafu se nalazi petlja.

e Pomocu definicije
Za svaki x € A je c(x) > c(x) i d(x) > d(x) pa vrijedi x R x.
Relacija R je refleksivna relacija na skupu A.

Opéenito je R refleksivna relacija na bilo kojem skupu knjiga.

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Simetri¢nost (Vx,y e A)(xRy = yRx)

(a,b) e R <L (c(a) = c(b)) A (d(a) > d(b))
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Simetri¢nost
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! !
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Zadatak 2

Zadana je particija

P = {{1,4,5},{2,3,8},{6,7}}

skupa A ={1,2,3,4,5,6,7,8}. NapiSite matricu incidencije i
nacrtajte graf relacije ekvivalencije p na skupu A koju prirodno definira
zadana particija P.
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Zadatak 3
Na skupu B = {—4,—-3,—-2,—-1,0,1,2,3,4} zadana je relacija ~ s

men &L m? = (mod 5).

a) DokaZite da je ~ relacija ekvivalencije na skupu B.

b) Odredite sve elemente kvocijentnog skupa B/~.
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B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

2. nadin

Odredimo klase svih elemenata.
[—4]. = {—4,—1,1,4}
[-3]. ={-3,—-2,2,3}
[-2]. ={-3,—-2,2,3}
[1]. ={—4,—-1,1,4}

Dobili smo particiju skupa B koja

prirodno definira relaciju ~. Stoga

je ~ relacija ekvivalencije na skupu
B.

m~n <% m?=n? (mod 5)
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Napomena

e U sludaju da relacija p nije relacija ekvivalencije na skupu A,
takoder mozemo govoriti o "klasi” pojedinog elementa.
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e U sludaju da relacija p nije relacija ekvivalencije na skupu A,
takoder mozemo govoriti o "klasi” pojedinog elementa.

e "Klase” u tom slu¥aju ne moraju dati particiju skupa A. Stovige,
moguce je da "klasa” nekog elementa bude prazan skup.

e Ako p nije simetri¢na relacija, tada su skupovi
(left) __ . (right) __ .
[a]pe ={xe€A:xpa}, [a]pg ={x€A:apx}

opcCenito razli¢iti. U tom slucaju govorimo o lijevoj i desnoj klasi
pojedinog elementa a € A.
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Relacija p na skupu A = {a, b, c}
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Relacija p na skupu A = {a, b, c} (Lijeve) klase elemenata

[al, = {b, c}
(6], = {a}
[c], = {a}

e Klase ine particiju P = {{b, c},{a}} skupa A= {a, b, c}.
e Particija P ne definira relaciju p, nego relaciju ekvivalencije 7.
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Relacija p na skupu A = {a, b, c} (Lijeve) klase elemenata

[al, = {b, c}
(6], = {a}
[c], = {a}

e Klase ine particiju P = {{b, c},{a}} skupa A= {a, b, c}.
e Particija P ne definira relaciju p, nego relaciju ekvivalencije 7.

Relacija 7 na skupu A = {a, b, c} Klase elemenata
[a]- = {a}
=
@ 6], = {b.c}

() [c], = {b,c}
e-e.
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Neka je p refleksivna relacija na skupu A koja zadovoljava sljededi

uvjet:

(&) Lijeve klase svaka dva elementa iz skupa A su medusobno
jednake ili disjunktne.

Tada je p relacija ekvivalencije na skupu A.
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Neka je p refleksivna relacija na skupu A koja zadovoljava sljededi

uvjet:

(&) Lijeve klase svaka dva elementa iz skupa A su medusobno
jednake ili disjunktne.

Tada je p relacija ekvivalencije na skupu A.

Domaca zadaca.
DokaZite navedenu

)
M

simpati¢nu tvrdnju.
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Cetvrti zadatak



Zadatak 4

Na skupu 7. definirana je relacija ~ s
a~b &L 2B je djeljivs 3.

a) DokaZite da je ~ relacija ekvivalencije na skupu Z.
b) Odredite klasu elementa 0 i klasu elementa 1.

c) Odredite kvocijentni skup Z/~.

20/ 45



def
a~b & 3|2 - P

RjeSenje

a) Treba provjeriti da je ~ refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija.
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def
a~b & 3|32 p

Tranzitivnost (Va,b,ceZ)((a~b)A(b~c) = a~c)
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def
a~b & 3|32 P

Tranzitivnost (Va,b,ceZ)((a~b)A(b~c) = a~c)
(a~b)A(b~c) = 3|22—b AN 3PP - =

= Elkl,kQGZ, é)z—b2:3k17 b2—C2:3k2 =

+
= (&% — b?) + (b* — %) =3k + 3k

22/ 45



def
a~b & 3|32 P

Tranzitivnost (Va,b,ceZ)((a~b)A(b~c) = a~c)
(a~b)A(b~c) = 3|22—b AN 3PP - =

= Elkl,kQGZ, é)z—b2:3k17 b2—C2:3k2 =

+
= (32 — bz) + (b2 — C2> =3k + 3k, =

= 32—C2:3(k1+k2)

22/ 45



def

a~b < 3|2

— b2
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(a~b)A(b~c) = 3|22—b AN 3PP - =

= Elkl,kQGZ, 32—b2:3k1, b2—C2:3k2 =

+
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+
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[0]~

[al. ={x€Z:x~ a}

def
a~ b &

3| a® - b?
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

") [0]. = {x€Z:x~0}
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[a]l. ={x€Z:x~ a} aNb<d_if>3|a2_b2

b) [O]N:{XEZ:XNO}:{XEZ:3‘X2—O2}
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[al. ={x€Z:x~a}| |la~b &L 3| 22— b2

D = {xezixn0} = {xez:3 |07} =

:{XEZ:3|X2}
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[al. ={x€Z:x~a}| |la~b &L 3|22 b2

[0]~={XEZ:XNO}:{XEZ:3\x2—02}:

:{XEZ:3|X2}

Cijeli broj x je djeljiv s 3 ako i samo ako je x? djeljiv s 3.
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

D = {xezixn0} = {xez:3 |07} =

={x€Z:3|x*}

Cijeli broj x je djeljiv s 3 ako i samo ako je x? djeljiv s 3.
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D = {xezixn0} = {xez:3 |07} =

={x€Z:3|x°}={x€Z:3|x}
Cijeli broj x je djeljiv s 3 ako i samo ako je x? djeljiv s 3.
e Tvrdnju smo dokazali ranije za prirodne brojeve.

e Svi ponudeni dokazi od ranije potpuno analogno prolaze i u slu¢aju
cijelih brojeva.
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

D = {xezixn0} = {xez:3 |07} =

={x€Z:3|x}={x€Z:3|x}=3Z
Cijeli broj x je djeljiv s 3 ako i samo ako je x? djeljiv s 3.
e Tvrdnju smo dokazali ranije za prirodne brojeve.

e Svi ponudeni dokazi od ranije potpuno analogno prolaze i u slu¢aju
cijelih brojeva.
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[1]~

[a]l. ={x€Z:x~ a}

def
a~ b &

3| a® - b?
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

[.={x€Z:x~1} =
={x€Z:3|x*-1%}
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[a]N:{xEZ:XNa} awb<d—if>3|32_b2

[1]. = {x € Z:ZX'Adl} =
={x€Z:3|x*-1*}={x€eZ:3|x* -1}
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[.={x€Z:x~1} =
={x€Z:3|x¥*-1*}={x€Z:3|x¥* -1} =
={x€Z:3keZ x*=3k+1}

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako
x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.
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={x€Z:3|x¥*-1*}={x€Z:3|x¥* -1} =
={x€Z:3keZ x*=3k+1} ={x€Z:3tx}

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako
x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.
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[al.={xe€Z:x~a}| la~b &

3| a® - b?

[.={x€Z:x~1} =

={x€Z:3|x¥*-1*}={x€Z:3|x¥* -1} =

={x€Z:3keZ x*=3k+1} ={x€Z:3tx} =

=BZ+1)U(BZ+2)

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako

x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.

24 /45




[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

[.={x€Z:x~1} =
={x€Z:3|x-1*}={x€Z:3|x*-1} =
={x€Z:3keZ x*=3k+1} ={x€Z:3tx} =
=(3Z+1)U(BZ+2)=1Z\3Z

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako
x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.
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[a. ={x€Z:x~a}| lan b & 3|2 - B2

[.={x€Z:x~1} =
={x€Z:3|x-1*}={x€Z:3|x*-1} =
={x€Z:3keZ x*=3k+1} ={x€Z:3tx} =
=(3Z+1)U(BZ+2)=1Z\3Z

Cijeli broj x nije djeljiv s 3 ako i samo ako
x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.

e Dokazimo jo$ navedenu tvrdnju koju smo ovdje koristili.
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
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Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3.
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e x=3k+1zaneki keZ
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(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3. Razlikujemo dva slu¢aja.
e x=3k+1zaneki keZ
x=3k+1 = x*=9k>+6k+1=3-(3k*+2k)+1 =
~——
= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z

e x=3k+2zaneki k e Z
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3. Razlikujemo dva slu¢aja.
e x=3k+1zaneki keZ
x=3k+1 = x*=9k>+6k+1=3-(3k*+2k)+1 =
~——
= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z

e x=3k+2zaneki k e Z

x=3k+2 = x*=9k>+ 12k + 4
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3. Razlikujemo dva slu¢aja.
e x=3k+1zaneki keZ
x=3k+1 = x*=9k>+6k+1=3-(3k*+2k)+1 =
~——
= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z

o x=3k+2zanekikeZ 341

Ve
x=3k+2 = x>=0k>+ 12k +@=3- (3K + 4k +1) + 1
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(31 x = x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1)
Pretpostavimo da x € Z nije djeljiv s 3. Razlikujemo dva slu¢aja.
e x=3k+1zaneki keZ
x=3k+1 = x*=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1 =
~——

= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z

o x=3k+2zanekikeZ 341
v/
x=3k+2 = x>=9k2+ 12k +@B=3-BK> + 4k +1)+1 =
~—

= x2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 €Z
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)
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(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:

3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1

Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3.
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1

Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x = 3k
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x =3k = x*>=9k?
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x=3k = x> =9k = x*=3-(3k?)
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x=3k = x> =9k = x*=3-(3k?)
~
€Z

Dakle, x? je djeljiv s 3.
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x €7Z,3tx & x? pridijeljenju s 3 daje ostatak 1

(x? pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 = 31 x)

Dokazujemo kontrapoziciju:
3| x = x* pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1
Pretpostavimo da je x € Z djeljiv s 3. Tada je x = 3k za neki k € Z.

x=3k = x> =9k = x*=3-(3k?)
~

ez
Dakle, x? je djeljiv s 3. Stoga x? pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 1.
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c) Odredili smo ranije klase elemenata 0 i 1.

[0]. = 3Z
[1].=2\3Z
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c) Odredili smo ranije klase elemenata 0 i 1.

[0]. =3Z
[1]l. =Z\3Z
Kako je ~ relacija ekvivalencije na skupu Z i
[0]. U 1]« = Z,
zaklju¢ujemo da se kvocijentni skup sastoji od samo dvije klase, tj.

7|~ = {3Z, Z\ 3Z}.
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Parcijalni uredaj i Hasseovi

dijagrami



Algoritam za ruc€no crtanje Hasseovih dijagrama

1) Pronadi matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

2) Dvostruko zaokruZi sve jedinice na glavnoj dijagonali.

3) Ponavljaj redom sljedece korake tako dugo dok sve jedinice u matrici

incidencije ne budu dvostruko zaokruZene.

31

3.2

3.3

TraZi stupce u matrici incidencije &ije su sve jedinice jednostruko ili
dvostruko zaokruzene i ubaci pripadne elemente na sljedeéi nivo u
Hasseovom dijagramu.

Jednostruko zaokruZi sve nezaokruZene jedinice u svim retcima od
elemenata koji su upravo ubaceni u Hasseov dijagram.

Provjeri sve jednostruko zaokruZene jedinice koje se nalaze u retcima i
stupcima do sada ubacenih elemenata u Hasseov dijagram i po potrebi
dodaj odgovarajuce bridove u Hasseov dijagram, a nakon provjere sve

takve jedinice dvostruko zaokruZi.
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peti zadatak



Zadatak 5
Na skupu T = {2,3,4,8,9,16,32,64,81} definirana je relacija

parcijalnog uredaja < na sljedeci nacin:

def

ax<xb < b=2a" zanekir e N.

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu T.

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa T.
d) Odredite supremum i infimum podskupova {4,8} i {4,8,32}.

e) Je li parcijalno ureden skup T mreZa? Objasnite.
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Zadatak 6
Na skupu B = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} definirana je relacija parcijalnog
uredaja < na sljedeci nacin:

x<y <L (x|y)V(xje prost A (x < y))

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu B.

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa B.

d) Odredite supremum, infimum, maksimum i minimum podskupa
{4,5,6}.

e) Napisite nekoliko lanaca u parcijalno uredenom skupu B.
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sedmi zadatak



Zadatak 7
Neka je A= {1,2,3}. Na skupu P(A) definirana je relacija
parcijalnog uredaja < na sljedeci nacin:

X<Y & (X =Y)V(kX) < k(Y))
pri &emu su k(X) i k(Y') kardinalni brojevi skupova X i Y.

a) Odredite matricu incidencije zadanog parcijalnog uredaja.

b) Odredite najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu P(A).

c) Nacrtajte Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa P(A).

d) Odredite supremum, infimum, maksimum i minimum podskupa
C={{1.2}.{1.3}}.

e) Je li P(A) linearno ureden skup? Je li P(A) mreza? ObrazloZite

svoje odgovore.
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Zadatak 8

Na skupu N definirana je relacija < s

def .
a<b <> b=2a"zanekir e N.

a) DokaZite da je (N, <) parcijalno ureden skup.

b) Odredite najveéi, najmanji, minimalne i maksimalne elemente u
parcijalno uredenom skupu N.

c) Odredite maksimalne elemente u (N '\ {1}, <).
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(I3m e N)(Vae N)(m < a)
(I3m e N)(Va e N)(Ir e N)(a=m")

Dakle, svaki prirodni broj se moZe napisati kao prirodna potencija broja
m.
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def

axb < b=a"zanekireN

b) | Najmanji element

Pretpostavimo da je m najmanji element u parcijalno uredenom skupu

(N, x).
(I3m e N)(Vae N)(m < a)
(I3m e N)(Va e N)(Ir e N)(a=m")

Dakle, svaki prirodni broj se moZe napisati kao prirodna potencija broja
m. To je kontradikcija pa najmanji element u (N, 4) ne postoji.
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Najveci element

axb =

def

b=a"zanekireN
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Najveci element

axb =

def

b=a"zanekireN

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu

(N, <).
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def

axb < b=a"zanekireN

Najveci element

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu

(N, x).

(IM € N)(Va e N)(ax M)

42 /45



def
axb &

b=a"zanekireN

Najveci element

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu

(N, <).
(IM € N)(Va e N)(ax M)

(IM € N)(Va € N)(3r € N)(M = a")
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def

axb < b=a"zanekireN

Najveci element

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu

(N, x).
(IM € N)(Va e N)(ax M)
(IM € N)(Va e N)(3r e N)(M = a")

Dakle, M se moZe napisati kao prirodna potencija svakog prirodnog
broja.
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def
axb &

b=a"zanekireN

Najveci element

Pretpostavimo da je M najveci element u parcijalno uredenom skupu

(N, x).
(IM € N)(Va e N)(ax M)
(IM € N)(Va e N)(3r e N)(M = a")

Dakle, M se moZe napisati kao prirodna potencija svakog prirodnog
broja. To je kontradikcija pa najvedi element u (N, 4) ne postoji.
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Maksimalni elementi

axb =

def

b=a"zanekireN
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Maksimalni elementi

axb =

def

b=a"zanekireN

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom

skupu (N, 4).
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def
axb &

b=a"zanekireN

Maksimalni elementi

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom
skupu (N,%).

(M eN)(VaeN)(M<a = a= M)
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def
axb &

b=a"zanekireN

Maksimalni elementi

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom
skupu (N,%).

(M eN)(VaeN)(M<a = a= M)

(M e N)(Vae N)((BreN)(a=M") = a= M)
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def
axb &

b=a"zanekireN

Maksimalni elementi

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom
skupu (N,%).

(M eN)(VaeN)(M<a = a= M)
(M e N)(Vae N)((BreN)(a=M") = a= M)

Ako je M # 1, tada je M # M? i M < M2,
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def
axb &

b=a"zanekireN

Maksimalni elementi

Pretpostavimo da je M maksimalni element u parcijalno uredenom
skupu (N,%).

(M eN)(VaeN)(M<a = a= M)
(M e N)(Vae N)((BreN)(a=M") = a= M)

Ako je M # 1, tada je M # M? i M < M?. Stoga je broj 1 jedini
maksimalni element u parcijalno uredenom skupu (N, 4).
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Minimalni elementi

axb =

def

b=a"zanekireN
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Minimalni elementi

axb =

def

b=a"zanekireN

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu

(N, <).
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def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
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def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)

(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)
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axb &

b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja

(r #1).

44 /45



def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja
(r # 1). Minimalni elementi su prirodni brojevi koji nisu potencije
prirodnog broja.
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def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja
(r # 1). Minimalni elementi su prirodni brojevi koji nisu potencije
prirodnog broja. Na primjer: 6,15,17,34, ...

44 /45



def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja
(r # 1). Minimalni elementi su prirodni brojevi koji nisu potencije
prirodnog broja. Na primjer: 6,15,17,34, ...

Specijalno, prosti brojevi su minimalni elementi.
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def

axb < b=a"zanekireN

Minimalni elementi

Pretpostavimo da je m minimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, <).

(3meN)(VaeN)(axm = a=m)
(3meN)(VaeN)(BreN)(m=a") = a=m)

Dakle, m se ne moZe napisati kao prirodna potencija prirodnog broja
(r # 1). Minimalni elementi su prirodni brojevi koji nisu potencije
prirodnog broja. Na primjer: 6,15,17,34, ...

Specijalno, prosti brojevi su minimalni elementi.

Broj 1 je jedini element koji je minimalni i maksimalni.
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axb =

def

b=a"zanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu

(N, ).
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def

axb < b=a"zanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, ).
Stoga parcijalno uredeni skup (N'\ {1}, <) nema niti jedan
maksimalni element.
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def .
a<xb < b=2azanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, x).

Stoga parcijalno uredeni skup (N'\ {1}, <) nema niti jedan
maksimalni element.

Zornova lema

Svaki neprazni parcijalno uredeni skup u kojemu svaki lanac
ima gornju medu, sadrZi barem jedan maksimalni element.
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def .
a<xb < b=2azanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, x).

Stoga parcijalno uredeni skup (N'\ {1}, <) nema niti jedan
maksimalni element.

Zornova lema

Svaki neprazni parcijalno uredeni skup u kojemu svaki lanac
ima gornju medu, sadrZi barem jedan maksimalni element.

e Obrat Zornove leme ne vrijedi. Jedan protuprimjer je upravo
(N, x).
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def .
a<xb < b=2azanekireN

c) Broj 1 je jedini maksimalni element u parcijalno uredenom skupu
(N, x).

Stoga parcijalno uredeni skup (N'\ {1}, <) nema niti jedan
maksimalni element.

Zornova lema

Svaki neprazni parcijalno uredeni skup u kojemu svaki lanac
ima gornju medu, sadrZi barem jedan maksimalni element.

e Obrat Zornove leme ne vrijedi. Jedan protuprimjer je upravo
(N, x).

e Na kona¢nim skupovima Zornova lema je trivijalna injenica.
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