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e Korak indukcije
Pretpostavimo da je za sastavljanje Salice razbijene na n dijelova
potrebno n — 1 lijepljenja.
Ako je 8alica razbijena na n + 1 dijelova, nakon prvog lijepljenja
ostat ¢e jo$ n dijelova koje treba spojiti u cjelinu.
Prema pretpostavci indukcije njih moZemo spojiti u cjelinus n—1
lijepljenja.
Sve zajedno smo koristili 1 + (n — 1) = n lijepljenja.

Prema principu matematic¢ke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

2/18

Zadatak 1
Ako je salica razbijena na n dijelova, dokaZite da je za sastavljanje
salice potrebno n — 1 lijepljenja. Pri svakom lijepljenju spajamo samo
dva dijela, bilo krhotine ili ve¢ zalijepljene dijelove Salice.
RjeSenje
e Baza indukcije
Bazu ¢emo provjeriti na dva slu¢aja n =1 i n = 2, iako je dovoljno
provjeriti samo za n = 1.
Ako je n =1, tada 3alica zapravo nije razbijena pa je za
sastavljanje Salice potrebno 0 lijepljenja (1 — 1 = 0).

Ako je n = 2, tada je 8alica razbijena na dva dijela. Jasno je da u
tom sluéaju za sastavljanje Salice potrebno jedno lijepljenje
(2—-1=1).
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Zadatak 2

Na festu je doslo n ljudi i svaka dva (razli¢ita) Eovjeka su medusobno

nazdravili. Matemati¢kom indukcijom dokaZite da je ukupni broj
zdravica jednak @
RjeSenje

e Baza indukcije: n=1

Ako je na festu doSao samo jedan &ovjek, tada on nije imao s kime

n(n—1)
2

nazdraviti. Nadalje, za n=1 je = 0 pa tvrdnja vrijedi.
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e Korak indukcije

Pretpostavimo da je ukupni broj zdravica na festi od n ljudi jednak

n(n—1 Sy o - .-
% pri ¢emu su svaka dva ovjeka medusobno nazdravili.

Neka je na festi ukupno n+ 1 ljudi a1, a5, ..., ap, a,+1 pri ¢emu su

svaka dva ¢ovjeka medusobno nazdravili.

Po pretpostavci indukcije ukupni broj zdravica izmedu ljudi

n(n—l).

ai, ao,...,a, jednak je —

Nadalje, osoba a,.1 je po pretpostavci nazdravila sa svim
preostalim osobama i taj broj zdravica je jednak n.
Stoga je ukupni broj zdravica jednak

n(n—1) _ n(n=1)4+2n  (n—=142)n _ (n+1)n
2 Tn= 2 o 2 o 2 7

Prema principu matemati¢ke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.
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Zadatak 3

DokaZite da je za svaki n € N Sahovsku plo¢u dimenzija 3 x 2n
mogude prekriti plo¢icama oblika . Pritom se podrazumijeva da je
svako polje samo jedanput prekriveno i da ploCice ne vire izvan ploce.

RjeSenje

e Baza indukcije: n=1

Radi se o plo¢i dimenzija 3 x 2.

NNANNNNAY
NNNNNNANY
NNNNNNNNY
NNNANNANY
NNNNNNNNY
NNNNNNANY
NNNNNNNNY
NNNNNNNNY

Takvu plo¢u je moguée prekriti plo¢icama
oblika 1 kako je prikazano na slici.

e Korak indukcije

Pretpostavimo da je za neki n € N 3ahovsku plo¢u dimenzija
3 x 2n moguée prekriti plogicama oblika Hb.
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Napomena

e Zadatak se lagano moZze rijesiti pomocu elementarne kombinatorike.

e Ako ljude poistovjetimo s elementima nekog konacnog skupa, tada
su zdravice zapravo dvollani podskupovi tog skupa. Svaku zdravicu
odreduju dvije osobe pri ¢emu poredak tih osoba nije bitan.

e Ukupni broj zdravica jednak je ukupnom broju svi dvolanih
podskupova n-¢lanog skupa, $to je jednako ('2’)

(5)- "o
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Promatramo 3ahovsku plo¢u dimenzija 3 x 2(n+ 1).
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Tu 3ahovsku plo¢u moZemo podijeliti na dvije manje plo¢e dimenzija
3X2ni3x2.

Prema bazi indukcije plo¢u dimenzija 3 x 2 moZemo prekriti plo¢icama
oblika th.

Po pretpostavci indukcije plo¢u dimenzija 3 x 2n moZemo prekriti
ploticama oblika Hs.

Iz svega navedenog slijedi da plo¢u dimenzija 3 x 2(n + 1) takoder

mozemo prekriti plo¢icama oblika B pa je tvrdnja dokazana. 218




e P(1) je istinita tvrdnja.
e Ako je P(k) istinita tvrdnja, tada je P(k + 2) istinita tvrdnja.

P(1) = P(3) = P(5) = P(7) = P(9) = P(11) = - --

Zakljucak

P(n) je tvrdnja koja vrijedi za sve neparne prirodne brojeve.

8/18

e P(1)i P(2) su istinite tvrdnje.
e Ako je P(k) istinita tvrdnja, tada je P(k + 2) istinita tvrdnja.

P(1)= P(3)= P(5) = P(7) = P(9) = P(11) = - --

P(2) = P(4) = P(6) = P(8) = P(10) = P(12) = - --

Zakljucak

P(n) je tvrdnja koja vrijedi za sve prirodne brojeve.
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e P(2) je istinita tvrdnja.
e Ako je P(k) istinita tvrdnja, tada je P(k + 2) istinita tvrdnja.

P(2) = P(4) = P(6) = P(8) = P(10) = P(12) = - --

Zakljucak

P(n) je tvrdnja koja vrijedi za sve parne prirodne brojeve.

9/18

e P(1), P(2) i P(3) su istinite tvrdnje.
e Ako je P(k) istinita tvrdnja, tada je P(k + 3) istinita tvrdnja.

P(1) = P(4) = P(7) = P(10) = P(13) = P(16) = - --

P(2) = P(5) = P(8) = P(11) = P(14) > P(17) = ---

P(3) = P(6) = P(9) = P(12) = P(15) = P(18) = - --

Zakljucak

P(n) je tvrdnja koja vrijedi za sve prirodne brojeve.
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Neka je P(n) tvrdnja koja ovisi o n € N. Ako vrijedi:
a) P(no), P(no+1),...,P(ny+ m—1) su istinite tvrdnje.

b) Ako je P(k) istinito za neki k > ng, tada je istinito i
P(k + m).

Tada je P(n) istinita tvrdnja za svaki prirodni broj n > no.

e Korak indukcije

Pretpostavimo da je za neki prirodni broj n > 20 poStarinu od n
kuna moguce platiti samo pomo¢i marki od 3kn i 7 kn.

Zelimo dokazati da je tada postarinu od n+ 3 kune takoder
moguce platiti samo pomoc¢u marki od 3kn i 7 kn.

Po pretpostavci indukcije postarinu od n kuna je moguce platiti
samo pomoc¢u marki od 3kn i 7 kn. Ukoliko toj postarini dodamo
jo$ jednu marku od 3 kn, platit éemo postarinu od n+ 3 kune samo
pomocu marki od 3kn i 7kn.
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Zadatak 4
Pomocéu matematicke indukcije dokaZite da je svaku cjelobrojnu
postarinu vecu ili jednaku od 20 kuna moguce platiti samo pomocu
maraka od 3 kn i 7 kn.
Rjegenje Neka je P(n) tvrdnja koja ovisi o n € N. Ako vrijedi:
e Baza indUkCije a) P(no) je istinita za neki ng € N.
Postarinu od 20 kuna moguce je platiti pomocu dvije b) Neka je k > ng proizvoljni prirodni broj. Ako je P(m)
marke od 7 kn i dvije marke od 3 kn. istinito za svaki prirodni broj m, ng < m < k, tada je
istinito i P(k).
Postarinu od 21 kune mogudée je platiti pomocu tri o e dri 1 o et S
marke od 7 kn ili pomocu sedam marki od 3 kn. ada je P(n) istinita tvrdnja za svaki prirodni broj n > ny.
Postarinu od 22 kune moguce je platiti pomocu jedne
marke od 7 kn i pet marki od 3 kn.
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pretpostavka: a, = 3K — 2K zasve 0 < k < n

pretpostavka
Zelimo dokazati: a, = 3" — 2" pretpostavka indukcije
Zadatak indukcije zak=n—2
adatak 5 an+2:53n+1_6an zak=n-1
Niz brojeva ag, a1, a», as, ... koji po¢inje s 0,1,5,19,... definiran je
rekurzijom 3, =5a, 1 — 63, 5=5- (3n—1 e 2n—1) _ 6. (3n—2 v 2n—2) _
ani2 =bap; —6a,, a=0a =1
» . . . oy . . 3" 2" 3" 2"
DokaZite matematickom indukcijom da se n-ti ¢lan ovog niza moZe =53 - 5. 5 - 6 - 3 +6- % =
izratunati pomocu formule
5 n 5 n 2 n 3 n __
a,=3"-2", neNu{o. =33 -5 253+ =
5 2 5 3
—(Z_Z) .3 (—Z42).2n=
5-3) 7+ (5+3)
— 3n o 2n
16/18 18/18
anio2 =bap1 —06a,, a=0,a1 =1 a,=3"-2"

RjeSenje
e Baza indukcije

Tvrdnja vrijedizan=0in=1.
=3-20=1-1=0, a=3-2'=3-2=1

e Korak indukcije

Neka je n € N, n > 1. Pretpostavimo da vrijedi a, = 3¥ — 2k za
sve prirodne brojeve 0 < k < n.

Zelimo dokazati da tvrdnja vrijedi za prirodni broj n, tj. da je
a, =3"—-2".
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