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prvi zadatak



Neka je M = [mj;] matrica susjedstva digrafa D. Neka je m,g.k)

element na poziciji (i,j) u matrici M*. Tada je m,g-k) jednak

ukupnom broju svih (v;, v;) usmjerenih Setnji duljine k. Stoga

je broj svih usmjerenih Setnji duljine k u digrafu D jednak sumi

svih elemenata matrice M.
o 4
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Karakterizacija Eulerovih digrafa

Digraf D je Eulerov akko D je povezan i d*(v) = d(v) za
svaki v € V(D).

Digraf D ima usmjerenu Eulerovu stazu akko je povezan i
svi vrhovi, osim njih dva, imaju jednaki broj ulaznih i izlaznih
lukova. Nadalje, kod ta dva vrha se broj ulaznih i izlaznih
lukova razlikuje za jedan.

v
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Zadatak 1
Zadan je digraf D.

@'@
FAN

O~

a) Odredite matricu susjedstva A digrafa D.

b) Bez direktnog ratunanja potencija matrice A, odredite element na
poziciji (4,2) u matrici A3. ObrazloZite svoj odgovor.

c) Ima li digraf D usmjerenu Eulerovu stazu? Ima Ii digraf D
neusmjerenu Eulerovu stazu? ObrazloZite svoje odgovore.

d) Je li D dipovezani digraf? ObrazloZite svoj odgovor.
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Rjesenje
a)
Vi Vo V3 Wy
(1) (Vo) wo 01 1
P 1011
A [0 1 0

O~ Va
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Rjesenje
a)
Vi Vo V3 Wy
(1) (Vo) wo 011
A v 1 011
A w0 1 0 1

O~ Va
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Rjesenje
a)
Vi Vo V3 Wy
(1) (Vo) wo 011
A v 1 011
A w0 1 0 1
Va 1

Vi S
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Rjesenje
a)
Vi Vo V3 Wy
() (V2) wo 01 1
A v 1 011
". w0 1 0 1
Va 10

Vi S
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Rjesenje

v(0 0 1 1
A:V21 011
V3O 1 01
V41 010

b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena

(va, v2)-Eetnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a{) = 1.
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Rjesenje

(1) (V2) wfo 0 1 1] dt(w)=2
A_v21 011 dt(v) =3

A w0 1 0 1| df(wn)=2

(s 5%) wu(l 010 dt(vs) =2

b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena

(va, v2)-Eetnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a{) = 1.
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Rjesenje

a)

@'@ A
VAN
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b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena

(va, v2)-8etnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a
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Rjesenje

() @ w0 0 1 1] dt(w)=2 d(vn)=2
A_v21 011 dt(v)=3 d(n)=1

A T wl001 0 1] df(v)=2 d(w»)=3
(s 5%) wull 0 10 dt(v) =2 d(w)=3

b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena
(va, v2)-Eetnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a{) = 1.

c) Digraf D nema usmjerenu Eulerovu stazu jer se izlazni i ulazni
stupnjevi kod vrha v, razlikuju za vise od 1.
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Rj)e§enje dv) =4, dwn)=4, d(v)=5 d(v)=
a

Vi Vo V3 Wy

() @ w0 0 1 1] dt(w)=2 d(vn)=2
A_v21 011 dt(v)=3 d(n)=1

A T wl001 0 1] df(v)=2 d(w»)=3

(s 5%) wull 0 10 dt(v) =2 d(w)=3

b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena
(va, v2)-Eetnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a{) = 1.

c) Digraf D nema usmjerenu Eulerovu stazu jer se izlazni i ulazni
stupnjevi kod vrha v, razlikuju za vise od 1.
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Rjesenje

a)
@'@
AN

Vi S

d(vz) =5, d(v)=
d+(V1):2 d’(vl):2
d+(V2):3 di(Vz):l
d () =2  d(vs) =3
dH) =2  d(va) =3

b) Neka je A3 = [a(?)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena

ij

(va, v2)-8etnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a,

=1,

c) Digraf D nema usmjerenu Eulerovu stazu jer se izlazni i ulazni

stupnjevi kod vrha v, razlikuju za vise od 1.

Digraf D ima neusmjerenu Eulerovu stazu jer pripadni povezani

graf ima to¢no dva vrha neparnog stupnja.
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Rj)eéenje dv)=4, dwn)=4, d(v)=5 d(v)=
a

Vi Vo V3 Wy

() @ wfo 0 1 1] dt(n)=2 d(n)=2
A_v21 011 dt(v)=3 d(n)=1

A w0 1 0 1| dt(w)=2 d(v)=3
(s 5%) wull 0 10 dt(v) =2 d(w)=3

b) Neka je A3 = [a,(.f)}. Kako je v4v1v3v» jedina usmjerena

(va, v2)-Eetnja duljine 3 u digrafu D, slijedi da je a{) = 1.

c) Digraf D nema usmjerenu Eulerovu stazu jer se izlazni i ulazni
stupnjevi kod vrha v, razlikuju za vise od 1.
Digraf D ima neusmjerenu Eulerovu stazu jer pripadni povezani
graf ima to¢no dva vrha neparnog stupnja.

d) lzmedu svaka dva vrha postoji usmjereni put pa je D dipovezani

digraf. /%



drugi zadatak



Zadatak 2

Pomocu Bellman-Fordovog algoritma pronadite najkrace putove od
vrha vy do svih preostalih vrhova u zadanom teZinskom digrafu.
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Rjesenje

5
V2
2 3 12 V3V —
@ o 5 %
15 10 | o
6
1
0 1
Vi —,0 —,0
Vo o
V3 o
Va (0.¢}
Vs (0. ¢]
Ve o0
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Rjesenje
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Rjesenje
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Zadatak 3

Pomocu Ford-Fulkersonovog algoritma pronadite maksimalni protok i
minimalni (a, ¢)-rez u zadanoj transportnoj mreZi.
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Ford-Fulkersonov algoritam

Ako je a = (u,v), tada je direktno oznalavanje vrha v
preko vrha u duZ luka a moguce jedino ako je c(a) > f(a).
U tom slu¢aju vrh v dobiva oznaku (u™, L,), gdje je

L, =min{L,, c(a) —f(a)}.

Ako je a = (v, u), tada je obrnuto oznalavanje vrha v
preko vrha u duZ luka a moguce jedino ako je f(a) > 0. U
tom slu€aju v dobiva oznaku (u—, L,), gdje je

L, = min{L,, f(a)}.
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Cetvrti zadatak



Karakterizacija tranzitivnih turnira

Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Turnir T ima jedinstveni usmjereni Hamiltonov put.

(ii) Turnir T je tranzitivan.

\(iii) Svaki vrh u T ima druk&iji uspjeh od preostalih vrhova.

Karakterizacija dipovezanog turnira

Turnir je dipovezan akko sadrzi usmjereni Hamiltonov ciklus.

Teorem (Rédei, 1934.)

Svaki turnir sadrZi neparni broj usmjerenih Hamiltonovih pu-

tova.
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Zadatak 4

Na sahovskom turniru sudjelovalo je pet igrata. Konacni rezultati su
predstavljeni tablicom u kojoj prvi element svakog stupca predstavlja
pojedinog igraca, a ispod njega su navedeni igrali koje je on pobijedio.

(A|B[C[D|E]
clE|D] |cC

a) PrikaZite navedeni turnir pomocu digrafa (svatko je igrao sa svakim
Jednu partiju).

b) Pronadite matricu susjedstva T tog turnira i napravite rang listu
pomoéu matrice T + T2.

c) Pronadite usmjereni Hamiltonov put u zadanom turniru. Je li on

Jedinstven? Je li turnir tranzitivan? Je li turnir dipovezan?
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Usmjereni Hamiltonov put u zadanom turniru nije jedinstven jer
nemaju svi vrhovi medusobno razli¢ite uspjehe.
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c) Jedan usmjereni Hamiltonov put: ADECB

Usmjereni Hamiltonov put u zadanom turniru nije jedinstven jer
nemaju svi vrhovi medusobno razli¢ite uspjehe. Iz istog razloga turnir
nije niti tranzitivan.
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c) Jedan usmjereni Hamiltonov put: ADECB

Usmjereni Hamiltonov put u zadanom turniru nije jedinstven jer
nemaju svi vrhovi medusobno razli¢ite uspjehe. Iz istog razloga turnir
nije niti tranzitivan.

Turnir je dipovezan jer sadrzi usmjereni Hamiltonov ciklus BDEACB.

Ako turnir nije dipovezan, promjenom orijentacije samo

jednog brida postaje dipovezan.
19/34



DFS algoritam na usmjerenom
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B — back edge (uzlazni luk)
F — forward edge (silazni luk)
C — cross edge (prijelazni luk)
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Klasifikacija lukova

Neka je G = (V, E) usmjereni graf i G, = (V, E;) Suma dobivena
primjenom DFS algoritma na digraf G.

E, = {(T((V), v):v eV, m(v) # NIL}

Ako u Sumi G, postoji usmjereni (u, v)-put, tada kaZzemo da je vrh v
potomak vrha u, odnosno vrh u je predak vrha v. Kazemo da su
vrhovi u i v u rodbinskoj vezi ako u Sumi G, postoji usmjereni

(u, v)-put ili usmjereni (v, u)-put.
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S obzirom na Sumu G; klasificiramo lukove (usmjerene bridove) digrafa
G na sljededi nadin:

e Luk stabla (engl. tree edge) je svaki luk (u,v) € E za koji vrijedi
(u,v) € E;.

e Uzlazni luk (engl. back edge) je svaki luk (u,v) € E\ E, pri
¢emu je vrh u potomak vrha v u Sumi G,. Petlje su po dogovoru

uzlazni lukovi.

e Silazni luk (engl. forward edge) je svaki luk (u,v) € E\ E; pri
¢emu je vrh u predak vrha v u Sumi G;.

e Svi ostali lukovi digrafa G zovu se prijelazni lukovi (engl. cross
edges). Takvi lukovi imaju oba krajnja vrha u razli¢itim
komponentama povezanosti od G; ili u istoj komponenti

povezanosti ukoliko vrhovi nisu u rodbinskoj vezi.
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U neusmjerenom grafu G brid {u, v} klasificiramo kao luk (u, v) ili kao

luk (v, u) ovisno o tome na koji je poredak tijekom izvodenja DFS
algoritam prvo nai$ao.

Propozicija

Ako DFS algoritam primijenimo na neusmjereni graf G, tada svaki
brid grafa G ili pripada DFS Sumi ili je uzlazni brid. Drugim

rije¢ima, u neusmjerenom grafu nema silaznih niti prijelaznih bri-
dova.

y
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DFS algoritam se moze modificirati tako da klasificira lukove ¢im naide
na njih. Naime, svaki luk (u, v) moZe se klasificirati na temelju boje
vrha v koju on ima u trenutku kada je luk (u, v) prvi put istraZivan.

e Ako je vrh v bijele boje, luk (u, v) je luk stabla.

e Ako je vrh v sive boje, luk (u, v) je uzlazni luk.

e Ako je vrh v crne boje, luk (u, v) je silazni luk ili prijelazni luk.
» Ako je d(u) < d(v), tada je (u, v) silazni luk.
» Ako je d(u) > d(v), tada je (u, v) prijelazni luk.
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Nadalje, vrijedi:

e Luk (u,v) je luk stabla ili silazni luk ako i samo ako je
d(u) < d(v) < f(v) < f(u).

e Luk (u,v) je uzlazni luk ako i samo ako je
d(v) < d(u) < f(u) < f(v).

e Luk (u,v) je prijelazni luk ako i samo ako je

d(v) < f(v) < d(u) < f(u).
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Propozicija

Digraf G je acikli¢ki ako i samo ako DFS algoritam na digrafu G

ne daje uzlazne lukove.

Dakle, ako je G acikli¢ki digraf, tada za svaki njegov luk (u, v) vrijedi
f(v) < f(u). To nam daje sljededi algoritam za topoloko sortiranje koji
je baziran na DFS algoritmu.
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Algoritam za topolosko sortiranje

ULAZ: Acikli¢ki digraf G

1ZLAZ: Lista L topoloski sortiranih vrhova digrafa G
1: Neka je L prazna lista.
2: Pozovi DFS algoritam na digrafu G.

3: Svaki put kada se tijekom izvodenja DFS algoritma odredi
f(v) za neki vrh v, stavi vrh v na poletak liste L.

4: Nakon $to DFS algoritam zavrsi, vrati listu L.
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peti zadatak



Zadatak 5
Pomocéu DFS algoritma provjerite je Ii zadani digraf acikli¢ki i
pronadite jedan kanonski poredak njegovih vrhova.
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Zadatak 5
Pomocéu DFS algoritma provjerite je Ii zadani digraf acikli¢ki i
pronadite jedan kanonski poredak njegovih vrhova.

Rjesenje
Digraf je acikli¢ki ako s obzirom na dobivenu DFS Sumu nema

uzlaznih lukova.
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Acikli¢ki digraf Hasseov dijagram

@ W O

® & O

e U aciklickom digrafu mogu postojati suvisni lukovi, nego 3to je to
potrebno u Hasseovom dijagramu s obzirom na tranzitivnost.

e 3,7,8,5,11,9,2 10 — jedno prosirenje zadanog parcijalnog uredaja
na linearni uredaj

U kojem slucaju je kanonski poredak vrhova jedinstven?
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Sesti zadatak



Zadatak 6
Projekt je prikazan pomocu usmjerene mreZe pri Cemu su vremena
trajanja aktivnosti izraZena u tjednima.

s

a) Koliko minimalno tjedana traje projekt?

V

b) Odredite kriti¢ni put.

c) Koje se aktivnosti u projektu mogu odugovlaliti?
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Rjesenje
a) Najprije pronademo kanonski poredak vrhova (usmjerena mreza je
aciklitki digraf).
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