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prvi zadatak



Zadatak 1
Zadani su grafovi Hy i H,.

Hi

Vg V3

Vs V7

Vg Ve

Vi Vo

a
b
C

)
)
)
d)

H>

Uy

us

ug uz

Us Ug

71

Ispitajte jesu li grafovi Hy i H, izomorfni.

Napisite jednu (va, v4)-stazu duljine 8 u grafu H;.

Napisite tri (u,, ug)-puta razli¢itih duljina u grafu H.

>

Napisite jednu (va, v4)-Setnju duljine 8 u grafu Hy koja nije staza.
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Rjesenje
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Rjesenje

Va V3

Vg V7

Vg Ve

Vi Vo

Ug us

ug uzy

Us Ug

u U

a) U grafu H, vrh us stupnja 3 susjedan je s dva vrha stupnja 3 i

jednim vrhom stupnja 2.
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Rjesenje

Va V3

Vg V7

Vg Ve

Vi Vo

Ug us

ug uzy

Us Ug

u U

a) U grafu H, vrh us stupnja 3 susjedan je s dva vrha stupnja 3 i

jednim vrhom stupnja 2. U grafu H; takav vrh stupnja 3 ne

postoji.
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Rjesenje

Va V3

Vg V7

Vg Ve

Vi Vo

Ug us

ug uzy

Us Ug

u U

a) U grafu H, vrh us stupnja 3 susjedan je s dva vrha stupnja 3 i

jednim vrhom stupnja 2. U grafu H; takav vrh stupnja 3 ne

postoji. Stoga H; i H, nisu izomorfni grafovi.
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drugi zadatak



Neka je A = A(G) = [a;] matrica susjedstva grafa G. Tada je
(,/)-ti element matrice A* jednak broju (v;, v;)-Setnji duljine
k u grafu G. Stoga je broj svih 3etnji duljine k u grafu G
\jednak sumi svih elemenata od A*.

y
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Zadatak 2

Zadan je graf G matricom susjedstva

>
Il
= O O =
—
O O O —= O
= O O +—~ O
O = O O =

pri emu i-tom retku pripada vrh v;.

Pomocu potencija matrice A ispitajte je li G povezani graf.
Nacrtajte graf G i njegov linijski graf L(G).
Odredite struk grafa G i njegovog linijskog grafa L(G).

Odredite ukupni broj (v, vq)-Setnji duljine 3 u grafu G. Jesu li
neke od tih Setnji ujedno i putovi?

Odredite ukupni broj svih Setnji duljine 3 u grafu G.
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Rjesenje

a) Kako su svi elementi matrice A + A2 + A3 razli¢iti od nule,

zaklju¢ujemo da je G povezani graf.
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Ukupni broj (v, v4)-3etnji duljine 3
u grafu G jednak je 5.

Setnja vy vsv4 je ujedno i put.
Preostale Cetiri Setnje:

VoV3VoVy, VoViVoVy, VoVaVoVy, VoVaVsVy

e) Ukupni broj svih 3etnji duljine 3
u grafu G jednak je sumi svih
elemenata matrice A3,

Svih Setnji duljine 3 u grafu G
ima ukupno 46.
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Napomena

e Ispitivanje povezanosti grafa preko potencija matrice susjedstva
opcenito nije efikasni algoritam.

e Efikasni algoritam za ispitivanje povezanosti grafa temelji se na
DFS algoritmu ili BFS algoritmu.

e DFS i BFS algoritam omogucuju raéunalu da samostalno
pretraZuje po grafu.

e DFS i BFS algoritam su dva temeljna algoritma koji omoguéuju
raunalu da samostalno rije$i mnoge probleme iz teorije grafova:
odredivanje struka grafa, pronalaZenje najkraceg puta izmedu dva
vrha u grafu, pronalaZenje ciklusa u grafu, ispitivanje povezanosti
grafa i odredivanje komponenata povezanosti, odredivanje jake

orijentacije na grafu, . ..
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Strpite se. DFS i BFS algoritam jesu dva
zaista vrlo simpati¢na algoritma i oba ¢emo
detaljno obraditi kasnije kod stabala.

)

®)
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trecCi zadatak



Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.
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Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.
RjeSenje

Tvrdnja opéenito ne vrijedi.
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Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opcenito ne vrijedi.
GIA G2/1\ ’
L(G1)
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Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opéenito ne vrijedi.
GIA G2/1\ ’
L(G) j

12/43
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Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opéenito ne vrijedi.

G1 /.\ G2 G3
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Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
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Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opéenito ne vrijedi.
GIA G2/1\ ’
L(G1) j L(G2)
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Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opcenito ne vrijedi.
GIA G2/1\ ’
L(G) j L(G) j

12/43



Zadatak 3
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Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.

RjeSenje

Tvrdnja opcenito ne vrijedi.
Gy G Gs e
A. /1\ o=
€1
L(G1) j L(G2) j L(Gs) :63
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Zadatak 3
Neka su Gy i G, dva grafa, a L(Gy) i L(Gy) njihovi linijski grafovi.
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
Ako su L(Gy) i L(Gy) izomorfni grafovi, tada su Gy i G,
izomorfni grafovi.
L(Gy), L(Gp) i L(G3) su izomorfni,
ali G, G, i Gz nisu izomorfni.

RjeSenje

Tvrdnja opcenito ne vrijedi.
GIA Gz/l\ ’
L(Gy) j L(G2) j L(Gs)
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Teorem (Whitney)

Neka su G; i G, povezani jednostavni grafovi s izomorfnim
linijskim grafovima. Tada su G; i G; takoder izomorfni grafovi

osim u slu¢aju ako je jedan od njih K3, a drugi K 3.

No, nije sve tako crno. ..
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Cetvrti zadatak



Propozicija

U svakom grafu G vrijedi

w(G) +¢(G) = v(G).

14 /43



Propozicija

U svakom grafu G vrijedi

w(G) +¢(G) = v(G).

e Ako je G povezani graf, tada je w(G) =1 pa je

ezv—1.
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Zadatak 4

Postoji Ii graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,17

Postoji li povezani graf s navedenim nizom stupnjeva vrhova?
Ukoliko u nekom slu¢aju takav graf postoji, navedite jedan primjer
takvog grafa. U protivnom, objasnite zasto takav graf ne postoji.
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Rjesenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati barem 5 bridova.
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati barem 5 bridova.

Z d(v) =2¢

veV(G)
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati barem 5 bridova.

Y dv)=2 = 6=2¢

veV(G)
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati barem 5 bridova.

Y dv)=2 = 6=2 = c=3
veV(G)
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati|barem 5 bridova.|

Y dv)=2 = 6=2 = c=3
veV(G)
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati|barem 5 bridova.|

Y d(v)=2 = 6=2 = [c=3]

veV(G)
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w(G) +¢(G) = v(G)
RjeSenje

Postoji graf s nizom stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.

Povezani graf sa 6 vrhova mora imati|barem 5 bridova.|

Y dv)=2 = 6=2 = [c=3]

veV(G)

Ne postoji povezani graf s nizom
stupnjeva vrhova 1,1,1,1,1,1.
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peti zadatak



Teorem (karakterizacija bipartitnih grafova)

Graf G je bipartitni ako i samo ako ne sadrZi cikluse neparne
duljine.
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Teorem (karakterizacija bipartitnih grafova)

Graf G je bipartitni ako i samo ako ne sadrZi cikluse neparne
duljine.

e Dokaz teorema je konstruktivan i daje algoritam za testiranje
bipartitnosti grafa te pronalaZenje pripadne biparticije vrhova.
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Zadatak 5
Zadan je graf G.

Vi Vi1

SN

5
Vi Vg

a) DokaZite da je G bipartitni graf i nacrtajte graf G tako da se na
slici jasno vidi njegova biparticija vrhova.

b) Odredite struk grafa G.

c) Odredite sve rezne bridove i rezne vrhove u grafu G — {va, vg}.
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Rjesenje

a) V5 V-

/SO

>
NEVAY

11
Vi Vg
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Rjesenje

a) V5 V-

/SO

>
NEVAY

11
%1 Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.

e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;
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Vi Vo
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V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X =
Y ={
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e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
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X = {V]_
Y ={
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v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {V]_
Y = {Vz
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {V]_
Y = {V27 V3
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X ={wv,v
Y = {V27 V3
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {V17 Vs, Vs

Y = {V27 V3
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {V17 Vs, Vs

Y = {V27 V3, Ve
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {V17 Vs, Vs

Y = {V27 V3, Ve, V7
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X ={v1, va, v, v

Y = {V27 V3, Ve, V7
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {v1, va, v5, v, vo

Y = {V27 V3, Ve, V7
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {v1, va, v5, v, vo

Y = {V27 V3, V6, V7, V1o
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
%1 Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {v1, va, v5, vg, Vo, V11

Y = {V27 V3, V6, V7, V1o
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Rjesenje
a) Vs Ve Vi1
v V1o

Vi Vo

Vg

V3

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {V1> Vg, V5, Vg, Vg, V11}

Y ={w, v3, v6, vy, Va0 }
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
Vi Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {V27 V3, Vg, V7, Vlo}
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
Vi Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;
e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;
X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, Vg, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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Rjesenje v @

a) Vs Ve Vi1
Vs @
Vs @
V3 . ‘ V1o
Vg @
Vo @
Vi 2] Vg
Vi1 @

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v,

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, Vg, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
Vi Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.

e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

Vi@

Vs @

Vs @

Vg @

Vo @

Vi1 @

®

o V3

® Vs

o vy

® Vio

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, v, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
Vo @
Vi Vo Vo ® v
Vi1 @

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.
e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;
e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, v, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni

19/43



Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
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e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, v, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
%1 Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.

Vi
V2
Vg
V3
Vs @
Ve
Vg @
V7
Vo @
® Vio
Vi1 @

e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, v, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
%1 Vo Vg

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.

Vi
V2
Vg
V3
Vs @
Ve
Vg @
V7
Vo @
® Vio
Vi1 @

e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni

Y = {wva, v3, v, vz, 1o} «— svi vrhovi u Y su medusobno nesusjedni
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Rjesenje

a) Vs Ve Vi1
V3 . ‘ V1o
Vi Vo Vo

e Odaberemo neki vrh, npr. vrh vy.

Vi
V2
Vg
V3
Vs
Ve
Vg @
V7
Vo @
® Vio
Vi1 @

e X «——— skup svih vrhova na parnoj udaljenosti od vrha v;

e Y «——— skup svih vrhova na neparnoj udaljenosti od vrha v;

X = {1, va, v, v, Vg, v11 } «— svi vrhovi u X su medusobno nesusjedni
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AV

Vi Vg

Struk grafa G jednak je 4 jer je npr. vivavav3vq jedan ciklus najmanje
duljine u grafu G.
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AV

Vi Vg

Struk grafa G jednak je 4 jer je npr. vivavav3vq jedan ciklus najmanje
duljine u grafu G.

MoZe li struk bipartitnog grafa biti neparni broj?
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Dobivanje grafa G — {v2, vs }

Vio
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G — {VQ, Vﬁ}

Vg Vi1

Vv
V3 10
V7

Vi Vg
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C) G — {V27V6}

Vs Vi1

V3 V1o

Vi Vo

e [Rezni vrhovi u grafu G — {vs, Va}‘
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<) G—{va, v}

Vg Vi1

Vv
V3 10
V7

Vi Vg

e [Rezni vrhovi u grafu G — {vs, Vﬁ}‘ V3, V7, Vg
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<) G—{va, v}

Vg Vi1

V3 V1o

Vi Vg

. ’Rezni vrhovi u grafu G — {wv,, Vﬁ}‘ V3, V7, V1o

° ’Rezni bridovi u grafu G — {v,, Ve}‘
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<) G—{va, v}

Vg Vi1

V3 V1o

Vi Vg

. ’Rezni vrhovi u grafu G — {wv,, Vﬁ}‘ V3, V7, V1o

. ’Rezni bridovi u grafu G — {v,, v6}‘ {va,va}, {vg, 10}
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Sesti zadatak



Teorem (karakterizacija Eulerovih grafova)

Neprazni povezani graf G je Eulerov graf ako i samo ako su
svi vrhovi u grafu G parnog stupnja.

Povezani graf G ima Eulerovu stazu ako i samo ako G ima
najvise dva vrha neparnog stupnja.
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Zadatak 6

Zadan je graf G.
V7 Vg Vo
V. .‘
4 "
Vi v V3
V2

a) Je li G povezani graf? ObrazloZite svoj odgovor.

C

)

b) Je li G bipartitni graf? ObrazloZite svoj odgovor.
) Postoji li u grafu G Eulerova staza? ObrazloZite svoj odgovor.
)

d) Je li moguce dodavanjem samo jednog brida u graf G dobiti graf

koji ¢e imati Eulerovu turu ili Eulerovu stazu? ObrazloZite svoj

odgovor.
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Zenje
jeSen
Rje

Vo
Vg
W .
Vs |
Z}
\V2/
Vi

3
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Rjesenje

vz Vg Vo
5
Vg
Vi v V3
Vo

a) G nije povezani graf jer ima dvije komponente povezanosti
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Rjesenje
%4 Vo Vg

771 Ve
Vs

Vi V3
V2
a) G nije povezani graf jer ima dvije komponente povezanosti

G[{V2, Vg, Ve, Vs}] [ G[{Vb V3, V5, V7, Vg}]-
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Rjesenje

vz Vg Vo
5
Vg
Vi v V3
Vo

a) G nije povezani graf jer ima dvije komponente povezanosti
G[{va, va, v6, 8 }] i G[{v1, v3, v5, v7, W0 }].

b)
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G[{va, va, v6, 8 }] i G[{v1, v3, v5, v7, W0 }].

b) G nije bipartitni graf jer sadrZi cikluse neparnih duljina, npr. ciklus

V3V5 Vg V3.
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Vg
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Vo

a) G nije povezani graf jer ima dvije komponente povezanosti
G[{va, va, v6, 8 }] i G[{v1, v3, v5, v7, W0 }].
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V3V5 Vg V3.
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Rjesenje

vz Vg Vo
5
Vg
Vi v V3
Vo

a) G nije povezani graf jer ima dvije komponente povezanosti
G[{va, va, v6, 8 }] i G[{v1, v3, v5, v7, W0 }].

b) G nije bipartitni graf jer sadrZi cikluse neparnih duljina, npr. ciklus
V3V5 Vg V3.

c) Graf G ima to&no dva vrha neparnog stupnja v; i vs, ali ipak u

grafu G ne postoji Eulerova staza jer G nije povezani graf.
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Rjesenje

vz Vg Vo
5
Vg
Vi v V3
Vo

d) Kako graf G ima dvije komponente povezanosti, treba dodati brid
koji e spojiti te dvije komponente povezanosti tako da dobijemo
povezani graf.
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Rjesenje

vz Vg Vo
5
Vg
Vi v V3
Vo

d) Kako graf G ima dvije komponente povezanosti, treba dodati brid
koji e spojiti te dvije komponente povezanosti tako da dobijemo
povezani graf. Kako su u G[{v, v4, vg, vg}| svi vrhovi parnog
stupnja, dodavanjem spomenutog brida u novom grafu nece svi

vrhovi biti parnog stupnja.
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povezani graf. Kako su u G[{v, v4, vg, vg}| svi vrhovi parnog
stupnja, dodavanjem spomenutog brida u novom grafu nece svi
vrhovi biti parnog stupnja. Stoga dodavanjem samo jednog brida
nije moguce dobiti graf koji ¢e imati Eulerovu turu.
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Rjesenje

vz Vg Vo
S
Vg
Vi v V3
Vo

d) Kako graf G ima dvije komponente povezanosti, treba dodati brid
koji e spojiti te dvije komponente povezanosti tako da dobijemo
povezani graf. Kako su u G[{v, v4, vg, vg}| svi vrhovi parnog
stupnja, dodavanjem spomenutog brida u novom grafu nece svi
vrhovi biti parnog stupnja. Stoga dodavanjem samo jednog brida
nije moguce dobiti graf koji ¢e imati Eulerovu turu. Medutim,
dodavanjem npr. brida {vs, vg} dobivamo povezani graf koji ima

Eulerovu stazu. 25/43



sedmi zadatak



Teorem (Dirac)

Neka je G jednostavni graf u kojemu je broj vrhova v(G) > 3
i0(G) > % Tada je G Hamiltonov graf.

e Diracov teorem daje dovoljan uvjet na temelju kojeg se moze
zakljuditi da je jednostavni graf Hamiltonov ako zadovoljava taj
uvjet.

e Medutim, obrat Diracovog teorema ne vrijedi.

e Drugim rije¢ima, uvjet iz Diracovog teorema nije ujedno i nuzan
uvjet. Postoje Hamiltonovi grafovi koji ne zadovoljavaju uvjet iz
Diracovog teorema.
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Zadatak 7
Zadani su grafovi Gy i G,.

u u»
< ‘k E
VBVl
Usg Ug

Vs Vg

Vi V2

a) Moze li se neki od grafova Gy i G, nacrtati bez podizanja olovke s
papira tako da se ne prolazi po ve¢ nacrtanim bridovima?
ObrazloZite svoj odgovor.

b) Jesu li Gy i G Hamiltonovi grafovi? ObrazloZite svoj odgovor.

c) MoZemo li pomoéu Diracovog teorema zakljuciti je li neki od
zadanih grafova Hamiltonov graf? ObrazloZite svoj odgovor.
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Rjesenje

Vi V2

Gy

Ve V3

Vs Vg
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Rjesenje

NN,
VAR S

Vs Vg

Vi V2

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
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Rjesenje

NN,
VAR S

Vs Vg

Vi V2

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.
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Rjesenje

NN,
VAR S

Vs Vg

Vi Vo

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu

stazu.
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Rjesenje
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VA

Vs Vg

Vi Vo

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
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NN,
VA

Vs Vg

Vi Vo

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3
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Rjesenje

o N, ©
v " ’

Vs Vg

Vi Vo

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3Vy
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Rjesenje

o N, ©
v " ’

u u,
5 4 Vs 2

Vi Vo

Va4
a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3V4 V5
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Rjesenje

Gy ‘k &
' s Ve Vs
3 1

u u,
5 4 Vs 2

Vi Vo

Va4
a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3V, V5 Ve
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Rjesenje

Vi Vo

' s Ve Vs
[ ]

Us Uy 2

Vs Vg

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3V, V5 Ve V3
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Rjesenje

Vi Vo

Vs Vg

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3V, V5 Ve V3 Vo
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Rjesenje

Vi Vo

Vs Vg

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
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Rjesenje

Vi Vo

Vs Vg

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
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Rjesenje

Vs Vg

a) Graf G; ima 4 vrha neparnog stupnja pa nema Eulerovu stazu.
Stoga se graf G; ne moZe nacrtati bez podizanja olovke s papira.

Graf G, ima to¢no dva vrha neparnog stupnja pa ima Eulerovu
stazu. Stoga se graf G, moZe nacrtati bez podizanja olovke s

papira.
V3V V5 Ve V3 Vo Ve V1 Vo
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Vi Vo

« IND,, @
s " "

Vs Vg

b) Graf G; je Hamiltonov graf jer je usuguyuausugus jedan ciklus u Gy
koji sadrzi sve vrhove od G;.

29 /43



Vi Vo

« IND,, @
s " "

Vs Vg

b) Graf G; je Hamiltonov graf jer je usuguyuausugus jedan ciklus u Gy
koji sadrzi sve vrhove od G;.

Graf G, je Hamiltonov graf jer je vgvivav3vavsvg jedan ciklus u Gy
koji sadrzi sve vrhove od G,.
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V- V-
Uy Us 1 2
Gi ‘k =
u
ﬂr 3 K "
U u,
5 4 vs Va

C) I/(Gl) = 6, 5(G1) =3

G je jednostavni graf s barem tri vrha i vrijedi 6(G;) > V(gl).

Stoga na temelju Diracovog teorema moZemo zakljuliti da je G;

Hamiltonov graf.
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C) I/(Gl) = 6, 5(G1) =3

G je jednostavni graf s barem tri vrha i vrijedi 6(G;) > V(gl).

Stoga na temelju Diracovog teorema moZemo zakljuliti da je G;

Hamiltonov graf.

V(G2) = 6, 5(G2) = 2
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V- V-
Uy Us 1 2
Gi ‘k =
u
ﬂr 3 K "
U u,
5 4 vs Va

C) I/(Gl) = 6, 5(G1) =3

G je jednostavni graf s barem tri vrha i vrijedi 6(G;) > V(gl).

Stoga na temelju Diracovog teorema moZemo zakljuliti da je G;

Hamiltonov graf.
v(Gy) =6, 0(Gy) =2

G, je jednostavni graf s barem tri vrha, no uvjet §(G,) > v(Go)

2

nije zadovoljen.
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Vi V2
uy up
G ‘k =
u
yaa 3 * ”
Us Uy

Vg Vg

C) I/(Gl) = 6, 5(G1) =3
G je jednostavni graf s barem tri vrha i vrijedi 6(G;) > V(gl).

Stoga na temelju Diracovog teorema moZemo zakljuliti da je G;

Hamiltonov graf.

v(G2) =6, §(Gp) =2
G, je jednostavni graf s barem tri vrha, no uvjet §(G,) > V(2G2)

nije zadovoljen. Stoga na temelju Diracovog teorema ne moZemo

zakljuditi je li G, Hamiltonov graf.
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osmi zadatak



Teorem (nuZan uvjet za Hamiltonov graf)

Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki ) # S C V(G)
vrijedi w(G — S) < k(S).
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Teorem (nuZan uvjet za Hamiltonov graf)

Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki ) # S C V/(G)
vrijedi w(G — S) < k(S).

Kontrapozicija '

Ako postoji @ # S C V(G) takav da vrijedi w(G — S) > k(S), tada G
nije Hamiltonov graf.
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Zadatak 8

DokaZite da graf G nije Hamiltonov graf.

V2

Vi

V6

Vs
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Zadatak 8
DokaZite da graf G nije Hamiltonov graf.

Vi

Vo Vs

V6

Rjesenje
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Zadatak 8
DokaZite da graf G nije Hamiltonov graf.

Vi

Vo Vs

Ve
Rjesenje

e S={v,v}
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Zadatak 8
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Teorem (nuZan uvjet za Hamiltonov graf)

Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki ) # S C V(G)
vrijedi w(G — S) < k(S).
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Teorem (nuZan uvjet za Hamiltonov graf)

Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki ) # S C V(G)
vrijedi w(G — S) < k(S).

e Obrat gornje tvrdnje ne vrijedi.
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SAGE kod

e Donji SAGE kod provjerava da u Petersenovom grafu P zaista za
svaki ) # S C V(P) vrijedi w(P — S) < k(S).
e Medutim, Petersenov graf nije Hamiltonov graf.

komb = Combinations (range (10))
for k in komb:
P = graphs.PetersenGraph ()
P.delete_vertices (k)

if P.connected_components_number () > len(k):

print (k)
print ("Gotovo!")
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Zadatak 9
Zadan je teZinski graf G.
15

@E/ﬁ %\7%

a) Pomocu Dijkstrinog algoritma odredite najkrade putove od vrha v
do svih preostalih vrhova u teZinskom grafu G.

7

b) Pomocu poboljsane verzije Dijkstrinog algoritma odredite najkrace
putove od vrha vy do svih preostalih vrhova u teZinskom grafu G.
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vy | 00 00 Va, T | v, T | vg,7
vg | 00 00 o0 oo | v, 12




0 1 2 4
vi [(—,0)] = * *
vo| oo | vi,4 [(v,4)] x *
vi| oo | v, 7 | v, 7 | vi,7 |(w,7)
vy | oo |(vi,4)] * *
Vs | o0 vi,9 | vi,9 | vi,9 | v, 7
Ve | 00 00 oo |(w,5)] =
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vs| oo | vi,9 | vi,9 | vi,9 | v, 7 |(v,7)] = *
Ve | 00 00 00 |(v2,b)] * * *
vz | o0 00 va, T | va, T | va, 7 | va, 7 |(va,7) *
Vg | 00 00 00 00 | 6,12 | v, 12| v, 12 |(vg, 12)




deseti zadatak



Zadatak 10
Pomocu Floyd-Warshallovog algoritma odredite najkrace udaljenosti
izmedu svaka dva vrha u teZinskom grafu
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Zadatak 11

Rijesite problem kineskog postara za teZinski graf G.
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@X <55, UX + 35
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4) Udvostru¢imo najkraéi (P, X)-put i najkradi (Q, U)-put.
Dobivamo pseudograf G’'.
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Tezina optimalne ture:
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