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Teorem

U svakom grafu G = (V, E) zbroj stupnjeva svih vrhova jed-

nak je dvostrukom broju bridova, tj.

Z d(v) =2¢e

vev

Lema o rukovanju

U svakom grafu je broj vrhova neparnog stupnja paran broj.
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prvi zadatak



Zadatak 1

a) Nacrtajte primjer grafa sa 6 vrhova u kojemu su barem 3 vrha
neparnog stupnja i barem 2 vrha parnog stupnja.

b) Nacrtajte primjer grafa sa 6 vrhova u kojemu su najvise 3 vrha
neparnog stupnja i barem 2 vrha parnog stupnja.

c) Postoji li graf koji istovremeno zadovoljava sve uvjete iz a) i b)
dijela zadatka? ObrazloZite svoj odgovor. Ukoliko postoji takav
graf, navedite jedan primjer.
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Rjesenje
a) Neka je G graf sa 6 vrhova, tj. v(G) = 6.
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b) Neka je G graf sa 6 vrhova, tj. v(G) = 6.
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Zadatak 2

Nadite primjer grafa koji ima Cetiri vrha medusobno razli¢itih
stupnjeva.
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Zadatak 2

Nadite primjer grafa koji ima Cetiri vrha medusobno razli¢itih

stupnjeva.
RjeSenje
Z!

[ V3 d(Vl) =1
d(Vg) =3
d(Vg) =4
d =0

" v, (va)

Postoji li takav jednostavni graf?
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Zadatak 3
DokaZite da u svakoj grupi ljudi postoji dvoje ljudi s istim brojem
prijatelja iz te grupe.
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e G je jednostavni graf.
e Nema viSestrukih bridova: ne treba prijateljstvo viSe puta isticati.
e Nema petlji: pod prijateljstvom podrazumijevamo prijateljstvo s

drugim osobama, a ne sa samim sobom.
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U svakom jednostavnom grafu postoje barem dva vrha istog
stupnja.
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Stoga u grafu G postoji vrh stupnja n — 1 koji je susjedan sa svim
preostalim vrhovima. Medutim, tada u grafu G ne moZe postojati vrh
stupnja 0, $to je kontradikcija s ranijom &injenicom da mora postojati
vrh stupnja 0.

Dakle, u svakom jednostavnom grafu postoje barem dva vrha istog

stupnja.
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podrazumijevamo i prijateljstvo sa samim sobom?

e Tvrdnja vrijedi uz pretpostavku da je svatko sam sebi prijatel;.

Naime, u tom slu¢aju u jednostavnom grafu u svaki vrh stavimo
petlju, a petlje ¢e dvama vrhovima istog stupnja samo povecati
njihove stupnjeve za 2 pa ¢e u novom grafu oni opet biti istog
stupnja.

e Tvrdnja ne mora vrijediti ukoliko postoje osobe koje nisu same sebi

prijatelji.

i V2
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Zadatak 4

Graf G ima 35 bridova i svaki vrh ima stupanj barem 3, tj. 5(G) = 3.
Koliko najvise vrhova moZe imati graf G?
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Zadatak 4

Graf G ima 35 bridova i svaki vrh ima stupanj barem 3, tj. 5(G) = 3.
Koliko najvise vrhova moZe imati graf G?

Rjesenje A= i cv)
e(G) =35, §(G) =3 A(G) = max d(v)
veV(G)
-y -> 5
veV(G
= 3v<2 = 1/<%5 = 1/<%-35 = I/<? = <23

Graf G ima najvise 23 vrha.
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Zadatak 5

Postoji Ii grupa od 11 ljudi u kojoj svaka osoba poznaje tocno troje
ljudi iz te grupe? ObrazloZite svoj odgovor jezikom teorije grafova.
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Zadatak 5

Postoji Ii grupa od 11 ljudi u kojoj svaka osoba poznaje tocno troje
ljudi iz te grupe? ObrazloZite svoj odgovor jezikom teorije grafova.

RjeSenje
Pitanje je postoji li 3-regularni graf s 11 vrhova.

Pretpostavimo da takav graf postoji Tada vrijedi

Z. 3v=3-11 = 33

veV(G

pa je 2¢ = 33. Medutim, to je kontradikcija pa takav graf ne postoji.
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Sesti zadatak



Zadatak 6

DokaZite da u svakoj grupi od 6 osoba postoji troje ljudi koji se
medusobno poznaju ili postoji troje ljudi koji se medusobno ne
poznaju.
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Neka je G graf u kojemu su vrhovi navedene osobe, a dva vrha O; i O;
su susjedni ako se pripadne osobe O; i O; poznaju.

Promotrimo vrh O; u grafu G. Tada je sigurno istinit jedan od
sliedeca dva slu¢aja: d(0;) > 3ili d(0y) < 3.

(O;Q, Ok;, Ok, Ok, Okﬁ) - neka permutacija od

(027 037 047 057 06)
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d(01) >3

U ovom sluéaju osoba O; poznaje
barem troje ljudi Ok,, Ok,, O,.

[ Ok@

[ Ok5
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npr. osobe O, i Oy, tada je {O1, Ox,, Ok, } skup od troje ljudi koji se
medusobno poznaju.

Ako se medu poznanicima od O; nikoje od tih osoba medusobno ne
poznaju, tada je {Oy,, Oy,, Ok, } skup od troje ljudi koji se medusobno

ne poznaju.
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Ako bojamo bridove grafa Kg s dvije
boje, tada postoji jednobojni trokut.

Daje li nam prethodni dokaz algo-
ritam za brzo pronalazenje jedno-
bojnog trokuta?

Zapravo postoje barem dva jedno-
bojna trokuta.
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Ako bojamo bridove grafa Ks s dvije
boje, tada ne mora postojati jedno-
bojni trokut.
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Ako bojamo bridove grafa Ks s dvije
boje, tada ne mora postojati jedno-
bojni trokut.

U grupi od 5 osoba ne mora postojati
troje ljudi koji se medusobno poznaju
niti troje ljudi koji se medusobno ne
poznaju.
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Klika reda m u jednostavnom grafu G = (V, E) je m-¢lani

podskup S C V takav da je inducirani podgraf G[S] potpuni
graf K.

Nezavisni skup

Nezavisni skup reda m u jednostavnom grafu G = (V,E) je
m-&lani podskup S C V takav da je inducirani podgraf G[S]
prazan graf.
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Vy

Vg

V3

Vi

Vo

klika reda 4 u grafu G
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klika reda 4 u grafu G

{V17 Vo, V3, V4}

nezavisni skup reda 3 u grafu G

{V17 Vs, Vﬁ}
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klika reda 4 u grafu G

Vy V3 Ve {V17 Vo, V3, V4}

nezavisni skup reda 3 u grafu G

{V17 Vs, Vﬁ}

Vi Vo

Navedite jo$ neke klike i nezavisne skupove u grafu G.
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Ramseyev broj — prva definicija

Ramseyev broj R(s, t) je najmanji n € N takav da svaki jed-
nostavni graf s n vrhova sadrzi kliku reda s ili nezavisni skup
reda t.

Ramseyev broj — druga definicija

Ramseyev broj R(s, t) je najmanji n € N takav da svako bo-
janje bridova potpunog grafa K, s dvije boje sadrZi kliku reda
s u prvoj boji ili kliku reda t u drugoj boji.

19/43



s+t—2
R(s,t) <
co< (777

e Mi smo dokazali da je R(3,3) = 6.
e Jasno je da vrijedi R(t,2) = t.

Ramseyev broj — poopcenje na vise boja

Ramseyev broj R(si, ss,...,Sk) je najmanji n € N takav da
svako bojanje bridova potpunog grafa K,, s k boja sadrzi kliku
reda s; u boji 7 za neki i € {1,2,..., k}.
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Ramseyev broj — poopéenje na bojanje m-&lanih podskupova

Ramseyev broj R(si, S, . . ., Sk; m) je najmanji n € N takav da
svako bojanje m-&lanih podskupova n-¢lanog skupa s k boja
sadrZi s;-¢lani podskup ¢iji su svi m-&lani podskupovi obojani
bojom i za neki i € {1,2,... k}.

U potpunom grafu K, bojamo klike reda m s k boja.

Zaklju¢ak je da postoji klika reda s; Cije su sve klike reda m
obojane istom bojom.

Za m = 2 dobivamo bojanje bridova, a to su zapravo klike reda 2.

R(s1,%,---,52) = R(s1,%,...,5)
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sedmi zadatak



Zadatak 7
a) Nacrtajte komplementarni graf grafa H prikazanog na slici.

Vi

Vo V3 Vg V5

b) Neka je G jednostavni graf s 15 bridova. Ako graf G¢ ima 13
bridova, koliko vrhova ima graf G?
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Rjesenje

a) o v

Vo V3 Va4 Vg

23/43



Rjesenje
c Vy

Vs @ ® 3

Vo V3 Vg Vs V. 7/
1 2
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Rjesenje

a) o

Vi

He Vy
Vg \ ® Vs
[ J
Vi Vo
v(G) =7
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Rjesenje

a)

b)

H &
Vo V3 Va4 Vg
£(G) =15, £(G°) =13,
£(G)+¢(G°) =

He Vy
Vg \ ® 3
[
Vi Vo
v(G) ="
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Rjesenje

a) o v

Vo V3 Va4 Vs

b) ¢(G) =15, ¢(G°) =13,

£(G)+¢(G°) =¢(K,)

He Vy
[
Vi Vo
v(G) ="
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Rjesenje

a) o v

b) ¢(G) =15, &(G°) =13,
e(G) +¢(G°) =¢(K,)

15+13 =

He Vy
Vg \ ® Vs
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Vi Vo
b) e(G) =15, ¢(G°)=13, v(G)=7 v(G) =8
e(G) +¢(G°) =¢(K,) V¥ —v—56=0
15+ 13 — v Vlz:li\/1+4-56
2 ’ 2
1/(1/2—1):28 vy =8 v, = —T1
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Zadatak 8

Potpuni bipartitni graf ima ukupno 456 bridova i 12 vrhova u jednom
elementu particije. Koliko ima vrhova u drugom elementu particije?
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Zadatak 8

Potpuni bipartitni graf ima ukupno 456 bridova i 12 vrhova u jednom

elementu particije. Koliko ima vrhova u drugom elementu particije?

RjeSenje

e(Km,n) = mn

e =456, m=12

456
=— =238
12

U drugom elementu particije ima 38 vrhova.
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Zadatak 9
Ispitajte postoje li jednostavni grafovi sa sljedecim nizovima stupnjeva

vrhova.

a) 3,3,3,3,2
b) 0,1,2,2,3
) 1,1,1,1,1
)

b e A

C

d) 1,2,3,4,4

U slu¢aju da takav graf postoji navedite jedan primjer, a u protivnom

obrazloZite zbog ¢ega ne postoji.
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a) 3,3,3,3,2

broj bridova e=17

Z d(v)=3+3+3+3+2=14

veV(G

Takav jednostavni graf G postoji.
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) 1,1,1,1,1

broj bridova

Z dv)=1+1+1+1+1=5
veV(G)

Ne postoji takav graf G, niti jednostavni niti pseudograf.

U svakom grafu broj vrhova neparnog stupnja mora biti paran broj.
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Ako je G jednostavni graf s 5 vrhova pri
¢emu dva vrha imaju stupanj 4, tada pre-
ostala tri vrha imaju stupanj barem 2.

Stoga ne postoji jednostavni graf G sa za-
danim nizom stupnjeva vrhova.

Medutim, postoji takav pseudograf G.
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pseudograf G

d) 1,2,3,4,4

broj bridova e=7

Z dv)=1+2+3+4+4=14

veV(G

Ako je G jednostavni graf s 5 vrhova pri
¢emu dva vrha imaju stupanj 4, tada pre-
ostala tri vrha imaju stupanj barem 2.

Stoga ne postoji jednostavni graf G sa za-
danim nizom stupnjeva vrhova.
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29/43



deseti zadatak



Zadatak 10

DokaZite da je niz nenegativnih cijelih brojeva di, d>, ..., d, niz

stupnjeva vrhova nekog grafa ako i samo ako je > d; parni broj.
i=1
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Zadatak 10
DokaZite da je niz nenegativnih cijelih brojeva di, d>, ..., d, niz
stupnjeva vrhova nekog grafa ako i samo ako je > d; parni broj.
i=1

Rjesenje
Pretpostavimo da je d;, d, . . ., d, niz stupnjeva vrhova nekog grafa
G. Tada je Y d; = 2¢(G) iz Zega slijedi da je > d; parni broj.

i=1

i=1

Neka je di, da, . .., d, niz nenegativnih cijelih brojeva i > d; parni broj.
i=1
Kako je suma svih &lanova niza parni broj, zaklju¢ujemo da u tom nizu

postoji parni broj ¢lanova koji su neparni.
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Trazimo graf G sa skupom vrhova V = {vi, vz, ..., v,} za koji vrijedi

dlvi)=d;, i=12...,n.
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dvi)=d;, i=12,....n

Ako je d; parni broj, tada u vrh v; stavimo gi petlji. Stoga je

2
d:
d(v)=2-% — 4.
(=22
Ako je d; neparni broj, tada u vrh v; stavimo di—1 petlji.

2
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slu¢aju je trenutno

—1
d(V,):QdIT:d,—].

Medutim, kako u nizu d;, do, ..., d, imamo parni broj neparnih ¢lanova,
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dvi)=d;, i=12,....n
Ako je d; parni broj, tada u vrh v; stavimo % petlji. Stoga je
d:
d(v;)=2-= =d..
(v)=2-5

Ako je d; neparni broj, tada u vrh v; stavimo df2_1 petlji. U tom

slu¢aju je trenutno
d—1

dlvi)=2. —— =d. — 1.
(vi) > i

Medutim, kako u nizu d;, do, ..., d, imamo parni broj neparnih ¢lanova,
tada pripadne vrhove v; i v; s trenutno parnim stupnjevima d; — 1 i
d; — 1 spojimo bridom. Na taj nacin vrhovi v; i v; postaju neparnih
stupnjeva d; i d;. Ovaj postupak ponovimo za bilo koji par neparnih

brojeva u zadanom nizu i na kraju dobivamo trazeni graf G.
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Teorem (Erdés, Gallai, 1960.)

Niz d; > d» > --- > d, nenegativnih cijelih brojeva je niz
stupnjeva vrhova nekog jednostavnog grafa ako i samo ako
vrijedi

e > d; je parni broj.
i=1

o S di<k(k—1)+ 3 min{kd}, 1<k

i=1 i=k+1

N

n.

Postoji vise razli¢itih kratkih i jednostavnih dokaza ovog teorema.

e Dokaz matemati¢kom indukcijom po sumi stupnjeva svih vrhova

e Konstruktivni dokaz
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d < k(k—1)+ 3 min{k,d}, 1<k

1 i=k+1

1

o k=1
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e Suma svih ¢lanova niza je parni broj: 4+4+3+2+1=14

N

k
n

d < k(k—1)+ 3 min{k,d}, 1<k

1 i=k+1

1

o k=1
4<1-0+min{1,4} + min{1,3} + min{1,2}
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e Suma svih ¢lanova niza je parni broj: 4+4+3+2+1=14

k n
Sdi<k(k—1)+ 3 min{k.d}, 1<k

<n
i=1 i=k+1
o k=1
4<1-0+min{l,4} + min{1,3} + min{1,2} + min{1,1}
4<0+1+4+1+1+1
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e 1.2.3 44 dy do d3 dy ds
. e N 4
Silazno sortirani niz 4,43 21

e Suma svih ¢lanova niza je parni broj: 4+4+3+2+1=14

N

k
n

d < k(k—1)+ 3 min{k,d}, 1<k

1 i=k+1

1

o k=1
4<1-0+min{l,4} + min{1,3} + min{1,2} + min{1,1}

4<0+1+4+1+1+1
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e 1.2.3 44 dy do d3 dy ds
. e N 4
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Niz d; > d» > --- > d, nenegativnih cijelih brojeva je niz
stupnjeva vrhova nekog grafa bez petlji ako i samo ako vrijedi

d; je parni broj.

n
i=1

o d <

n
1=

d;.
2
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e 3.1 <~ Ne postoji graf bez petlji
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e 3.1 <~ Ne postoji graf bez petlji

e 3,3 «xmww~ Postoji graf bez petlji

N

graf bez petlji
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Teorem (Havel-Hakimi)

Neka je D niz nenegativnih cijelih brojeva
di, b, ..., dy1,d,
pricemujed; >dr>--->d, 1 >d,, dp<ninz=2.
Neka je D’ niz od n — 1 brojeva
db—1,d3—1,....dc—1,dky1—1,dxio,...,dr1,d,

pri emu je k = d;. Tada je D niz stupnjeva vrhova nekog
jednostavnog grafa ako i samo ako je D’ niz stupnjeva vrhova
\nekog jednostavnog grafa.

v
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Zadatak 11

Ispitajte jesu Ii grafovi Gy i Gy izomorfni.

U
Vs Vg
G]_ G2
Ve V3
Ue Us
v v [ @
1 2 u» us Uy

Ukoliko jesu, pronadite jedan izomorfizam izmedu njih i pripadnu
matricu permutacije koja povezuje njihove matrice susjedstva. U
protivnom, objasnite zasto nisu izomorfni.
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