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A= B A/ B|A—B
ka|  [zakljucak] L L
tpostav zaklju¢
’preposa a akljuca |1 0 0 |
e A je dovoljan uvjet za B 1 1
e B je nuZan uvjet za A 00 1
e Ukoliko postoji slu¢aj kod kojeg istinita pretpostavka vodi do
laZnog zaklju¢ka, tvrdnja ne vrijedi.
e Tvrdnja je trivijalno istinita ako je istinit zakljucak.

Direktni dokaz
e Provodi se tako da se uzima da je pretpostavka istinita i tada se
pomocu kona&nog niza implikacija pokaZe da je i zakljuéak istinit.

A=A =A== A, =B
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Zadatak 1

Neka sum,n € N\ {1} za koje vrijedi n*> + 1 = 2m. DokaZite da je m
suma kvadrata dva uzastopna prirodna broja.
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Napomena

e Neki dokazi u matematici daju odmah odredeni algoritam za
rjeSavanje problema. Takve dokaze zovemo konstruktivnim
dokazima.

e U teoriji grafova imat ¢emo dosta primjera konstruktivnih dokaza.

e |sto tako, u teoriji brojeva pojavit ¢e se primjeri konstruktivnih
dokaza.

e Dokaz kojeg smo dali u prethodnom zadatku takoder je primjer
konstruktivnog dokaza.
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e |sto tako, u teoriji brojeva pojavit ¢e se primjeri konstruktivnih
dokaza.

e Dokaz kojeg smo dali u prethodnom zadatku takoder je primjer
konstruktivnog dokaza.

e U proslom zadatku smo zapravo dokazali da se brojevi oblika

n?+1
2

mogu napisati kao suma kvadrata dva uzastopna prirodna broja za

n”?+1=2m

svaki neparni prirodni broj n > 1.
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Napisite broj 9561 565 kao sumu kvadrata dva uzastopna prirodna
broja.

e > +1=2m, n=4373, m= 9561565
e Iz dokaza znamo da je m = k? + (k + 1)? i vrijedi n = 2k + 1.
e Sada iz n =2k + 1 lagano dobivamo
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4373°> +1=12-9561565

Napisite broj 9561 565 kao sumu kvadrata dva uzastopna prirodna
broja.

" +1=2m, n=4373, m= 9561565

Iz dokaza znamo da je m = k + (k + 1)? i vrijedi n = 2k + 1.

Sada iz n = 2k + 1 lagano dobivamo

n—1 4373—1 4372

k== 2 2

= 2186

Stoga je
0561565 = 2186° + 21872
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206 jerje 6=2-3 (k=3)

612, 3110

al0 jerje 0=a-0 (k=0) < ovo vrijedi za svaki a € Z
0|0 jerje 0=0-k zasvakikeZ

Ola < a=0 (a=0-k)
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Zadatak 2
Ako 2 dijeli 5n, tada je n parni prirodni broj. DokaZite.
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A= B

e Ponekad je tvrdnju lak¥e dokazati tako da se pretpostavka A (ili
neka druga tvrdnja koja se dobije iz pretpostavke A) podijeli na
vise disjunktnih pojedinalnih slu¢ajeva A;, Ay, ..., Ax od kojih
svaki mora dati tvrdnju B.
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A= B
A, = B

A = B
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Zadatak 3

Neka je n neparni prirodni broj. DokaZite da postoji m € NU {0}
takavdajen=4m+1ilin=4m+ 3.
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Neka je n neparni prirodni broj. Tada postoji k € NU {0} takav da je
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Dakle, n* — 1 je djeljiv s 5.

15 /38



peti zadatak



A= B

e Ponekad je tesko ili nemoguce direktno dokazati tvrdnju A = B pa
se umjesto toga dokazuje kontrapozicija B = A.
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A:B/\/\/\vavvvvvvv—)§:>z

e Ponekad je tesko ili nemoguce direktno dokazati tvrdnju A = B pa
se umjesto toga dokazuje kontrapozicija B = A.

Dokaz kontrapozicijom

e Pretpostavi se da je istinita tvrdnja B i pokaZe se da ta
pretpostavka vodi do istinitosti tvrdnje A.

A/B|A—-B|B|A|B—A
1)1 1 00 1
1]0 0 10 0
0|1 1 01| 1
0|0 1 1)1 1
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Zadatak 5

Prosje¢na starost Cetvero djece je 10 godina. DokaZite da je barem
jedno dijete staro barem 10 godina.
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Zadatak 5
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Jedno dijete staro barem 10 godina.
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e a, b,c,d < starost pojedinog djeteta

A= B

a+b+c+d

Fetd 10 = (a>10)V (b >10) V (c >10) V (d > 10)

B=A

a<10)A(b<10)A(c <10)A(d <10) — 2Ebtetd 4
4
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Pretpostavimo da je a < 10, b < 10,c < 10 i d < 10. Tada je
at+b+c+d<40/:4

odnosno
at+tb+c+d

< 10.
4

Iz posljednje nejednakosti slijedi

at+tb+c+d

10.
4 710
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Vrijedi li obrat dokazane tvrdnje?

Tvrdnja
A= B
a+b1:c+d =10 = (a>10)Vv(b>10)V (c>10)V (d > 10)
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Tvrdnja

A= B

atbtetd _ 10 —= (a>10)V (b>10)V (c > 10) Vv (d > 10)
Obrat
tvrdnje

B— A

a+b+tc+d
(a>210)Vv(b>10)V(c>10)V (d >10) — — 2 =10
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tvrdnje
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Ako je aritmetitka sredina Cetiri broja

Tvrdnja jednaka 10, tada je barem jedan od
A= B brojeva vedi ili jednak od 10.
atbtetd _ 10 —= (a>10)V (b>10)V (c > 10) Vv (d > 10)

Obrat Ako je barem jedan od Zetiri broja

turdnje vedi ili jednak od 10, tada je njihova
B = A aritmeti¢ka sredina jednaka 10.

+b+c+d
(a>10)V(b>10)V(c>10)V(d>10) — F=,5=10

Obrat tvrdnje ne vrijedi. Jedan protuprimjer:

a=12, b=1c=1,d=18, 2tbtetd_g
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Sesti zadatak



Zadatak 6

DokaZite sljedecu tvrdnju:

Ako je x iracionalni broj, tada je 2x takoder iracionalni broj.

Ispitajte vrijedi li obrat navedene tvrdnje.
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Ako je x iracionalni broj, tada je 2x takoder iracionalni broj.
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RjeSenje
A= B

x je iracionalni broj = 2x je iracionalni broj

w|
I
N

2x je racionalni broj = x je racionalni broj
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A= B Tvrdnja

x je iracionalni broj = 2x je iracionalni broj

Obrat
B=A tvrdnje
2x je iracionalni broj = x je iracionalni broj
= = Kontrapozicija Suprotna
A= B AN

obrata tvrdnja

x je racionalni broj = 2x je racionalni broj
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Pretpostavimo da je x € Q. Tada postoje m € Z i n € N takvi da je

X = —.
n

MnoZenjem zadnje jednakosti s brojem 2 dobivamo

2
2x:—m.
n

Kako je 2m € Z i n € N, slijedi 2x € Q.

Time smo dokazali da takoder vrijedi i obrat zadane tvrdnje.

Ekvivalentne tvrdnje -
akko

x je iracionalni broj <= 2x je iracionalni broj

3

’ ako i samo ako‘
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Ekvivalentne tvrdnje

Ae B levvwvwvywwwywns A= B, B= A

A je nuZan i dovoljan uvjet za B

e Ajedovoljan uvjetza B: A= B, B=A

e AjenuZanuvjetzaB: B=A A=B

B je nuZan i dovoljan uvjet za A

e B jedovoljan uvjetza A: B=A A=1B

e BjenuZanuvjetza A: A= B, B=A
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DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje

A< B

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
Rjesenje
A& B
neN, 3|n

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje
A& B

neN, 3|n «—

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje
A& B

neN,3|n < 3|n

25/38



Zadatak 7
DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje

A& B

neN,3|n < 3|n

Bln = 3]n)

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje
A& B

neN,3|n < 3|n

Bln = 3]n)

Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3.

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje
A& B

neN, 3|n < 3|n?

Bln = 3[n)
Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3. Tada postoji k € N takav da je

n = 3k.

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje
A& B

neN, 3|n < 3|n?

Bln = 3[n)
Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3. Tada postoji k € N takav da je

n = 3k.

Kvadriranjem zadnje jednakosti dobivamo

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje

A& B

neN, 3|n < 3|n?
Bln = 3[n)
Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3. Tada postoji k € N takav da je
n = 3k.

Kvadriranjem zadnje jednakosti dobivamo

n® = 9k

25/38



Zadatak 7

DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.
RjeSenje

A& B

neN, 3|n < 3|n?
Bln = 3[n)
Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3. Tada postoji k € N takav da je
n = 3k.

Kvadriranjem zadnje jednakosti dobivamo

n® = 9k%> = 3.3k?

25/38



Zadatak 7
DokaZite: prirodni broj n je djeljiv s 3 ako i samo ako je n? djeljiv s 3.

RjeSenje
A& B
neN, 3|n < 3|n?
Bln = 3[n)
Pretpostavimo da je n € N djeljiv s 3. Tada postoji k € N takav da je
n = 3k.
Kvadriranjem zadnje jednakosti dobivamo

n —9k2—3@

iz &ega slijedi da je n? djeljiv s 3.
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. Q01 02 (673
n=3 P> pk
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ne bi bio djeljiv s 3. Medutim, u rastavu broja n? na proste faktore svaki
se prosti faktor javlja na parnu potenciju pa se i broj 3 mora javiti na
parnu potenciju. Dakle,

n2 — 32a1 200 | piak
gdje su 3, py, . .., px svi razli¢iti prosti faktori broja n? i

a1, an, ..., a, € N. Stoga je
n — 3a1p§2 ...p?k_

Kako je a1 € N, tj. a7 > 1, zakljuujemo da je n djeljiv s 3.
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Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3.

27/38



2
(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.

27/38



2
(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)
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Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.

e n=3k+1zaneki ke NU{0}
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=3k+1zaneki ke NU{0}

I72:
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=3k+1zaneki ke NU{0}
n* = (3k + 1)
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(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=3k+1zaneki ke NU{0}
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=23k+1zaneki k e NU{0} e Nu {0}
/_H
n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1

Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

e n=3k+2zaneki ke NU{0}
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=23k+1zaneki k e NU{0} e Nu {0}
/_H
n?=Bk+1)?=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1
Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

e n=3k+2zaneki ke NU{0}
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=23k+1zaneki k e NU{0} e NU {0}
/_H
n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1
Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
e n=3k+2zaneki ke NU{0}
n® = (3k + 2)?
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.
e n=23k+1zaneki k e NU{0} e NU {0}
/_H
n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1
Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
e n=3k+2zaneki ke NU{0}
n® = 3k +2)> =9k + 12k + 4
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.

e n=23k+1zaneki k e NU{0} e Nu {0}
/_H

n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1

Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

e n=3k+2zanekike NU{0} 3+1
N
n = (3k+2)? =9k + 12k +@=3- (3k* + 4k +1) + 1
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(3| n* = 3|n) neN, 3|n & 3|n

(dokaz kontrapozicijom)

kontrapozicija] 3tn = 3{n?

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.

e n=23k+1zaneki k e NU{0} e Nu {0}
/_H

n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1

Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
e n=3k+2zaneki ke NU{0} 3+1 e NuU {0}

‘/ —_—
n = (3k+2)? =9k + 12k +@=3- (3k* + 4k +1) + 1
Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
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neN, 3|n & 3|n?

(31n* = 3[n)

(dokaz kontrapozicijom) Ako n € N nije djeljiv s 3,
tada n? pri dijeljenju s 3

’kontraPOZiCija‘ 3 T n = 3 )( n daje ostatak 1.

Pretpostavimo da n € N nije djeljiv s 3. Tada razlikujemo dva slu¢aja.

e n=23k+1zaneki k e NU{0} e Nu {0}
/_H

n* = 3k+1)2=9k*+6k+1=3-(3k*+2k)+1

Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
e n=3k+2zaneki ke NU{0} 3+1 e NuU {0}

‘/ —_—
n = (3k+2)? =9k + 12k +@=3- (3k* + 4k +1) + 1

Dakle, n? nije djeljiv s 3 jer daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
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osmi zadatak



Dokaz kontradikcijom
e Ako negacija tvrdnje A implicira laZ (kontradikciju), tada je tvrdnja
A istinita.

AL

o = | >
— o>

_>
1
0
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Zadatak 8

DokaZite da se barem jedna od znamenki 1,2, ... 9 pojavljuje
beskonacno mnogo puta u decimalnom prikazu broja .
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RjeSenje

29/38



Zadatak 8

DokaZite da se barem jedna od znamenki 1,2, ... 9 pojavljuje
beskonacno mnogo puta u decimalnom prikazu broja .

RjeSenje

Barem jedna od znamenki 1,2,...,9 se pojavljuje beskonaéno mnogo
puta u decimalnom prikazu broja 7.
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Zadatak 8

DokaZite da se barem jedna od znamenki 1,2, ... 9 pojavljuje
beskonacno mnogo puta u decimalnom prikazu broja .

RjeSenje

Barem jedna od znamenki 1,2,...,9 se pojavljuje beskonaéno mnogo
puta u decimalnom prikazu broja 7.

]Negacija tvrdnje‘
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Zadatak 8

DokaZite da se barem jedna od znamenki 1,2, ... 9 pojavljuje
beskonacno mnogo puta u decimalnom prikazu broja .

RjeSenje

Barem jedna od znamenki 1,2,...,9 se pojavljuje beskonaéno mnogo
puta u decimalnom prikazu broja 7.

]Negacija tvrdnje‘

Svaka od znamenki 1,2,...,9 se pojavljuje samo kona¢no mnogo
puta u decimalnom prikazu broja 7.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da se svaka od znamenki 1,2,...,9
pojavljuje samo kona&no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da se svaka od znamenki 1,2,...,9
pojavljuje samo kona&no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.
Tada postoji mjesto u decimalnom prikazu broja 7 nakon kojeg se
pojavljuju samo znamenke 0.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da se svaka od znamenki 1,2,...,9
pojavljuje samo kona&no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.
Tada postoji mjesto u decimalnom prikazu broja 7 nakon kojeg se
pojavljuju samo znamenke 0.

ovdje su sve znamenke # 0,
eventualno i neke znamenke 0

w:3.¢00-~0
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pojavljuje samo kona&no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.

Tada postoji mjesto u decimalnom prikazu broja 7 nakon kojeg se
pojavljuju samo znamenke 0.

ovdje su sve znamenke # 0,
eventualno i neke znamenke 0

w:3.400-~0

Zaklju¢ujemo da broj m ima konaéni decimalni prikaz pa je 7 € Q.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da se svaka od znamenki 1,2,...,9

pojavljuje samo kona&no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.

Tada postoji mjesto u decimalnom prikazu broja 7 nakon kojeg se
pojavljuju samo znamenke 0.

ovdje su sve znamenke # 0,
eventualno i neke znamenke 0

w:3.400-~0

Zaklju¢ujemo da broj m ima konaéni decimalni prikaz pa je 7 € Q.

Medutim, to je kontradikcija jer znamo da je 7 iracionalni broj.

Dakle, u decimalnom prikazu broja m barem jedna od znamenki
1,2,...,9 pojavljuje se beskonatno mnogo puta.

30/38



Napomena

e Dokazali smo samo da se barem jedna od znamenki 1,2,...,9
pojavljuje beskona¢no mnogo puta u decimalnom prikazu broja 7.

e |z samog dokaza nije vidljivo koja je to znamenka.

e Isto tako, mogudce je da se viSe razli¢itih znamenki pojavljuje
beskonaéno mnogo puta, ali to nismo ovdje dokazali.

e Dokaz je jednostavni i kratki, ali se unutar dokaza pozivamo na
netrivijalnu &injenicu da m ¢ Q &iji dokaz nije toliko jednostavan
niti elementaran.
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deveti zadatak



Definicija tangente kruZnice

Neka je k(S, r) kruznica polumjera r sa sredistem u tocki S.
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bilo koja to¢ka na toj kruZnici.
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bilo koja to¢ka na toj kruznici. Pravac t koji prolazi to¢kom D i okomit
je na pravac SD zove se tangenta te kruznice u tocki D.
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Definicija tangente kruZnice

Neka je k(S, r) kruZnica polumjera r sa sredistem u totki S. Neka je D
bilo koja to¢ka na toj kruznici. Pravac t koji prolazi to¢kom D i okomit
je na pravac SD zove se tangenta te kruZnice u to¢ki D. To¢ku D u
tom slucaju zovemo diraliSte tangente t.
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Zadatak 9
DokaZite da tangenta kruZnice ima s tom kruZnicom samo jednu
zajedni¢ku tocku koja je upravo diraliste te tangente.

33/38



Zadatak 9
DokaZite da tangenta kruZnice ima s tom kruZnicom samo jednu
zajedni¢ku tocku koja je upravo diraliste te tangente.

RjeSenje
Naime, jasno je iz definicije da svaka tangenta kruznice ima s tom

kruznicom barem jednu zajedni¢ku tocku i to ba$ diraliste te tangente.
Zelimo dokazati da osim diralidta nema drugih zajednitkih totaka.
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kruznicom barem jednu zajedni¢ku tocku i to ba$ diraliste te tangente.
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kruznice.
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Zadatak 9

DokaZite da tangenta kruZnice ima s tom kruZnicom samo jednu
zajedni¢ku tocku koja je upravo diraliste te tangente.

RjeSenje

Naime, jasno je iz definicije da svaka tangenta kruznice ima s tom

kruznicom barem jednu zajedni¢ku tocku i to ba$ diraliste te tangente.
Zelimo dokazati da osim diralidta nema drugih zajednitkih totaka.

Diraliste tangente kruZnice je jedina zajedni¢ka to¢ka tangente i te
kruznice.

[Negacija tvrdnje]

Osim diralista, tangenta kruZnice ima s tom kruZnicom i drugih

zajednic¢kih tocaka.
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Neka je t tangenta kruZznice k(S, r) s diralistem D. Pretpostavimo da
tangenta t i kruZnica k(S, r) osim dirali¥ta D imaju jo$ jednu
zajedni¢ku to¢ku D’.

D
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e Trokut SDD' je jednakokra&ni trokut jer je |SD| = |SD'| = r.
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Neka je t tangenta kruZznice k(S, r) s diralistem D. Pretpostavimo da
tangenta t i kruZnica k(S, r) osim dirali¥ta D imaju jo$ jednu
zajedni¢ku to¢ku D’.

e Trokut SDD' je jednakokra&ni trokut jer je |SD| = |SD'| = r.

e o = 90° jer je D diraliste tangente t.

e 3 =090° jer nasuprot jednakim stranicama u trokutu leZe jednaki
kutovi.
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Neka je t tangenta kruZznice k(S, r) s diralistem D. Pretpostavimo da
tangenta t i kruZnica k(S, r) osim dirali¥ta D imaju jo$ jednu
zajedni¢ku to¢ku D’.

e Trokut SDD’ je jednakokracni trokut jer je |SD| = |SD'| = r.
e o = 90° jer je D diraliste tangente t.
e 3 =090° jer nasuprot jednakim stranicama u trokutu leZe jednaki
kutovi.
Dobili smo da trokut SDD’ ima dva prava kuta $to je nemoguce u

euklidskoj geometriji pa slijedi tvrdnja zadatka.
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deseti zadatak



Zadatak 10

DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako je a® € Q, tada jea € Q ili b € Q.
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Zadatak 10

DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
Ako jea®> € Q, tadajeac Q ilib € Q.
RjeSenje
e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.

?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))
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Zadatak 10

DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

Ako je a® € Q, tada jeac Q ili b € Q. AB=AAB

RjeSenje
e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.
?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))
e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne vrijedi.

cQ A (a¢ QA (b¢Q)
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Zadatak 10

DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

AkojeabEQ,tadajeae@e@. A—B
Rjesenje barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.

?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))

e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne vrijedi.

cQ A (a¢ QA (b¢Q)
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Zadatak 10 log , x
o ) o . a =" =X
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
AkojeabEQ,tadajeae@e@. A->B=AAB
Rjesenje barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.
?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))
e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne

cQ A (a¢ QA (b¢Q)

vrijedi.
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Zadatak 10 log , x
o ) o . a =" =X
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
AkojeabEQ,tadajeae@e@. A-B=AANB
Rjesenje barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.
?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))
e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne

cQ A (a¢ QA (b¢Q)

e Uzmimo, na primjer a = V3ib= Iogﬁ 2.

vrijedi.
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Zadatak 10 log , x
o ) o . a=" =X
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
AkojeabEQ,tadajeae@e@. A->B=AANB
Rjesenje barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.
?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))

e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne vrijedi.
€Q A ((a¢ QA (b¢Q)

e Uzmimo, na primjer a = /3 i b= log,52. Tada je

ab:\/glog\/g2 _ 9
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Zadatak 10 log , x
o ) o . a =" =X
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:
AkojeabEQ,tadajeae@e@. A->B=AANB
Rjesenje barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.
?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))
e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne vrijedi.
€Q A ((a¢ QA (b¢Q)
e Uzmimo, na primjer a = /3 i b= log,52. Tada je
ab = \/§I0g“§2 = 2.

e cQaliagQibgQ.
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Zadatak 10 o8 x

. o . 3 , . a a = X
DokaZite ili opovrgnite sljedecu tvrdnju:

AkojeabeQ,tadajeang@_ A B=A\B

RjeSenje

barem jedan od brojeva a i b je racionalni

e Zelimo opovrgnuti navedenu tvrdnju.

?€Q — ((a€Q)Vv(beQ))

e Treba pronadi jedan protuprimjer na kojemu tvrdnja ne vrijedi.

cQ A (a¢ QA (b¢Q)

e Uzmimo, na primjer a=+/3 i b= log,52. Tada je

ab _ \/§Iog\/§2 —9

e 2>cQ aliag Qib¢ Q. Stoga navedena tvrdnja ne vrijedi.
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V3¢ Q
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V3¢ Q

Pretpostavimo suprotno, tj. v/3 € Q
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V3¢ Q

Pretpostavimo suprotno, tj. v/3 € Q. Kako je /3 > 0, postoje
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m, n € N takvi da je
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Kako je prirodni broj m? potpuni kvadrat, iz (%) slijedi da je prirodni
broj 3n? takoder potpuni kvadrat. Medutim, to je moguce jedino ako je
broj 3 potpuni kvadrat, 3to je kontradikcija. Dakle, V3 ¢ Q.
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Pretpostavimo suprotno, tj. log, 52 € Q. Kako je log, 52 > 0, postoje
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f(x) = log, x
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b

log,x=b & x=a

Pretpostavimo suprotno, tj. log, 52 € Q. Kako je log, 52 > 0, postoje

m, n € N takvi da je

m
log. 52 = -

313

N
[l
5o

N
Il
w
N
3
\
5

22" — 3m

f(x) = log, x

O<axl1

Dobili smo kontradikciju jer je u zadnjoj jednakosti lijeva strana djeljiva

s 2, a desna nije.
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Pretpostavimo suprotno, tj. log, 52 € Q. Kako je log, 52 > 0, postoje

m, n € N takvi da je

m
log. 52 = -

313
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22" — 3m

f(x) = log, x

O<axl1

Dobili smo kontradikciju jer je u zadnjoj jednakosti lijeva strana djeljiva

s 2, a desna nije. Dakle, log 52 ¢ Q.
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Napomena

Tvrdnja 1

Ako je a®> € Q, tada je a € Qili b € Q.

Tvrdnja 2

Akoje a®> € Q, tadajeac Qi b e Q.
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Napomena

Tvrdnja 1 barem jedan od brojeva a i b je racionalni
Ako je a® € QQ, tada je a € Q
Tvrdnja 2 oba broja a i b su racionalni

Ako je a® € Q, tada je a € Q(i)b € Q.

e Obje tvrdnje nisu istinite.
e a=+3, b= log, 52 je jedan protuprimjer za obje tvrdnje.
e a=+/3, b=2 je jedan protuprimjer samo za drugu tvrdnju.
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