Matematicka pozadina kruznih ovojnica

1 Diskretni slucaj
Na kruznici polumjera R > 0 s centrom u ishodistu koordinatnog sustava zadane su tocke

i i
Ti(Rcos;Z,Rsin;\?), i=0,1,...,N—1

pri ¢emu je N € N\ {1} odabrani fiksni broj. Zadanim tockama je kruznica podijeljena na N dijelova
(lukova) jednakih duljina.

Za fiksni k € {2,3,..., N — 1} definiramo preslikavanje T; — T} tako da vrijedi
j=ki mod N. (1)

Ovo preslikavanje geometrijski moZzemo vizualizirati crtanjem tetive 7;7T;. Drugim rijeima, svaku
tocku T; spajamo s onom toc¢kom T tako da vrijedi (1).

Slika 1: N = 200 tocaka



(h) k=9

Slika 2: N = 2000 tocaka

2 Kontinuirani slucaj

Slike 11 2 nam sugeriraju da promatrane tetive omataju odredenu krivulju. Kada N — oo, diskretni
kut 6; = % postaje kontinuirani parametar ¢ € [0, 27].

Svaka tetiva tada spaja dvije to¢ke na kruznici ¢ije su koordinate dane parametarskim jednadzbama

A(t) = (Rcost, Rsint)
B(t) = (Rcos (kt), Rsin (kt))

pri ¢emu je k € N\ {1} zadani fiksni broj.

3 Jednadzba familije tetiva

Da bismo pronasli analiti¢ki oblik ovojnice, prvo moramo izvesti op¢u jednadzbu pravca koji prolazi
kroz tocke A(t) i B(t). Koeficijent smjera m tog pravca iznosi

_ sin (kt) —sint

~ cos (kt) — cost’



Koristenjem poznatih trigonometrijskih identiteta za pretvorbu razlike u umnozak

-1 1
sin kt — sint = 2sin Lt cos k;t
2 2
k—1 kE+1
coskt —cost = —2sin [ ——1 | sin L1‘,
2 2
koeficijent smjera prelazi u znatno jednostavniji oblik

B k+1\  cos (%t)

Koristeéi jednadzbu pravea kroz zadanu tocku A(t) i zadani koeficijent smjera m dobivamo

y — Rsint = m(x — Rcost)

1 1 1 1
Y sin kit — Rsintsin kit = —x Cos kit + Rcostcos k;t
2 2 2 2
k+1 k+1 k+1 k+1
T COS <;—t) + ysin (;t) =R [cos (;t) cost + sin (;t) sint]

Primijenom poznatog identiteta cos (o — 3) = cosa cos f + sinasin 8 na izraz na desnoj strani dobi-
vamo jednoparametarsku jednadzbu

kE+1 k+1 k—1
x oS (;t>+ysin <;—t>—Rcos <2>:O (3)

familije tetiva pri ¢emu je ¢ parametar, a k € N\ {1} zadani fiksni broj.

4 Parametarske jednadZbe ovojnice

Neka je U = V x I C R3 pri ¢emu je V C R? otvoreni skup i I C R interval. Neka je F : U — R
funkcija klase C2. Neka je F(x,y,t) = 0 jednadzba familije krivulja po parametru ¢t € I, a (z,y) su
koordinate tocke na pripadnoj krivulji. Drugima rije¢ima, za svaki ¢t € I krivulja C} iz te familije je

Cy=A{(z,y) € V: F(z,y,t) = 0}.
Promotrimo implicitno zadanu plohu
S ={(z,y,t) €U : F(x,y,t) = 0}.

Pretpostavimo da je S regularna ploha. U tom slucaju je VF(z,y,t) # (0,0,0) u svakoj tocki plohe
S.

Neka je P : R?® — R? ortogonalna projekcija na zy-ravninu, tj.
P(z,y,t) = (z,y).

Diferencijal funkcije P u tocki (z,y,t) je linearni operator dP(xz,y,t) : R> — R? koji u paru kanonskih
baza ima matri¢ni prikaz

[%Zl(x,y,w Gt (z,y,1) %’?(:c,y,w]

OP. 9P, 9P,

T;(xaiéht) T;(xvyut) Tf(lﬂﬁyvt)
pri ¢emu je Pi(z,y,t) =z 1 Py(x,y,t) = y. Stoga je

1 0 0
O

3



pa je

dz

dP(z,y,t)(dz, dy,dt) = oo dy| = dr).
010 dy

dt
Stoga se dP u svakoj tocki (z,y,t) ponaSa na isti nac¢in kao i samo preslikavanje P (zaboravlja zadnju
komponentu). Medutim, to je poznata ¢injenica koja lagano slijedi iz definicije diferencijala: diferencijal
linearnog operatora u svakoj toc¢ki jednak je tom linearnom operatoru.

Neka je p : S — R? restrikcija preslikavanja P na plohu S. Tada dp(x,y,t) linearni operator koji
je restrikcija linearnog operatora dP(z,y,t) na tangencijalni prostor T(,, ;S plohe S u tocki (z,y,1).
Stoga dp(z,y,t) takoder zaboravlja zadnju komponentu, tj. vrijedi

dp(z,y,t)(dz,dy, dt) = (dz, dy). (4)

Slika preslikavanja p je unija svih krivulja C}, tj.

Imp = UC’t.

tel

Tocka (v,y,t) € S je kriti¢na tocka preslikavanja p ako diferencijal dp(w,y,t) : T(z 1S — R? ima
netrivijalnu jezgru, tj. ima rang 1. Tangencijalni prostor 7\, , ;S je dvodimenzionalni realni vektorski
prostor koji je izomorfan s R2. Vektori iz tog prostora moraju biti okomiti na VF(x,y,t). Drugim
rijeCima, tangencijalni prostor plohe S u toc¢ki (z,y,t) je

TiwynS = {(dm,dy, dt) € R3 : Fp(z,y,t)-de+ Fy(z,y,t) - dy + Fy(x,y,t) - dt = 0}. (5)

Neka je (dz,dy,dt) € T, .)S takav da je dp(dz,dy,dt) = (0,0). Zbog (4) mora biti

dz =0, dy=0. (6)
Uvrstimo i (6) u uvjet iz (5) dobivamo

Fy(z,y,t)-dt = 0. (7)

Kako bi linearni operator dp imao netrivijalnu jezgru, mora biti dt # 0. 1z (7) tada slijedi Fy(z,y,t) =
0.

Stoga se skup svih kriti¢nih toc¢aka plohe S dobiva rjeSavanjem sustava

F(xz,y,t)=0
{Ft(x, y,t) =0 (8)

Ovojnicu familije krivulja F'(x, y,t) = 0 dobivamo ortogonalnom projekcijom tog skupa kriti¢nih toc¢aka
na xy-ravninu. Intuitivno, ovojnica familije krivulja je krivulja koja u svakoj svojoj tocki dodiruje
neku krivulju iz zadane familije. RjeSavanjem sustava (8) dobivamo parametarske jednadzbe x = x(t)
iy = y(t) trazene ovojnice.

Sustav (8) je opcenito tesko rijeSiti po varijablama z i y. Medutim, prema teoremu o implicitno
zadanoj funkciji (vektorski slu¢aj), sustav (8) moZzemo teoretski lokalno rijesiti u okoline neke tocke
ako je Jacobijeva matrica tog tog sustava s obzirom na varijable x i y regularna, tj. ako je

F. F,

J =
th Fty

£0.

U tom slucaju znamo da barem lokalno postoji rjeSenje u obliku z = z(t) i y = y(t), iako moZda ne
znamo eksplicitne formule. Usprkos tome $to mozda ne znamo eksplicitnu parametrizaciju ovojnice,



mozemo dobiti eksplicitne formule za vektor smjera tangente u svakoj njezinoj tocki. Ako u (8)
uvrstimo x = z(t) i y = y(t) i deriviramo svaku jednadzbu po parametru ¢, lanc¢ano pravilo daje

Fooi+Fyg+F=0
Ftw-a'c—i—Fty-y—i—Ftt:O

pri ¢emu tockica oznacava derivaciju po parametru ¢t. Kako je F; = 0 kona¢no dobivamo

Fo i+ F, §=0
Frp 2+ Fyy-y=—Fy

Rjesavanjem linearnog sustava (9) po 2 i ¢ dobivamo

Fu F, FyF,
By =~ ) = -, (10)

Kako je po pretpostavci S regularna ploha i kako za tocke ovojnice vrijedi F; = 0, zaklju¢ujemo da je
barem jedna od parcijalnih derivacija Fj i F, u svakoj kriti¢noj tocki razli¢ita od nule. Iz (10) slijedi
da je ovojnica regularna u svim to¢kama u kojima je Fy; # 0. U tockama u kojima je Fj; = 0 tangenta
nije odredena (vektor smjera tangente je nulvektor) i u tim to¢kama krivulja ima Siljke kao $to mozemo
vidjeti na slikama 11 2. Za detaljnu klasifikaciju tipa Siljka potrebno je analizirati ponasanje parcijalnih
derivacija viseg reda po parametru t, ali ovdje dalje ne¢emo ulaziti u te detalje.

Vratimo se na nasu familiju krivulja odredenu s (3). U naSem slucaju je

1 1 -1

Parcijalna derivacija funkcije F' po parametru ¢ jednaka je

k+1 k+1 k+1 kE+1 k—1 k-1
Fi(x,y,t) = — _2F xsin( ; t>+ ; ycos( ;— t>+()Rsin<t>.

Sustav (8) prelazi u sustav dvije linearne jednadzbe po nepoznanicama x i y.

k+1 . (k+1 k—1

T COS <2t> + y sin <2t) = Rcos <2t)

Z sin L—i_lt — 1 cos k+1t :(k_l)Rsin k_lt
2 2 k+1 2

Uz koristenjem poznatih trigonometrijskih identiteta

sin (o £ ) = sina cos § %+ cos asin 3

cos (a+ ) = cos acos 8 F sinasin 3

rjeSenje sustava (11) moZemo zapisati u obliku

x(t) = ]{é_} (k cost + cos (kt)) "
y(t) = m(k sin ¢ + sin (kt))

¢ime dobivamo parametarske jednadzbe ovojnice zadane familije tetiva.



Za odredivanje singularnih to¢aka dobivene ovojnice potrebna nam je parcijalna derivacija drugog reda
Ftt~

(k+1)? k+1 (k+1)?* . (k+1 (k—1)2R k—1
F = —-— — g
w(x,y,t) 4 Leos 5 t 1 ysin 5 t)+ 1 cos 5 t

~ (k+1)? k+1 . (k+1 (k—1)°R k—1)\
S — T COos — t ) + ysin - t)|+ 1 cos 5 t] =

_ _W [F(x,y,t) + Rcos <k;1t>] G _41)2R cos (k;1t>

Kako za tocke ovojnice vrijedi F(x,y,t) = 0, iz Fy; = 0 slijedi
k—1
—Rk cos <2t) = 0. (13)

Iz (13) slijedi 5 = Z + m pri ¢emu je m € Z, odnosno

9m + 1
poem

P m, mE 7.
Zanima nas koliko takvih tocaka (Siljaka) imamo unutar jedne pune rotacije po pocetnoj kruznici. Iz

2m + 1
k—1

0< T <27

slijedi
—1 <m<k-— §
2 2
Kako jem € Z i k € N\ {1}, zaklju¢ujemo da je m € {0,1,...,k—2} pa dobivena ovojnica ima ukupno
k — 1 siljaka koje vidimo na slikama 1 i 2.

T T T T T
40 a
20 - i
> 0 =
—20 | i
—40 |- i

| | | | |

—40 -20 0 20 40
z
Slika 3: granic¢ni slucaj k = —1



5 Slucaj ke R\ {-1,0,1}

Parametarskim jednadzbama (12) dobro je definirana krivulja za svaki k € R\ {—1}. Za k = 0 krivulja
degenerira u jednu toc¢ku (R,0), a za k = 1 dobivamo kruZnicu polumjera R s centrom u ishodistu.

Ako je faktor k racionalni broj oblika k = % pri ¢emu je p € Z, ¢ € N i M(p,q) = 1, parametar ¢
poprima vrijednosti u intervalu [0, 2¢7| kako bi zatvorio puni ciklus. U tom slu¢aju ukupni broj giljaka
jednak je [p — ¢|. U slucaju k < 0 zadana familija tetiva (pravaca) omata krivulju koja se nalazi izvan
zadane kruZnice.

Ako je k iracionalni broj, krivulja se nikada necée zatvoriti i ima beskona¢no mnogo Siljaka ukoliko
pustimo parametar ¢ u beskona¢no. Vizualno bi u tom sluc¢aju dobili obojano podrudje.

Slika 4: N = 200 tocaka



Iako parametarske jednadzbe (12) nemaju smisla za k& = —1, moZemo pogledati §to dobijemo u gra-
ni¢nom slucaju kada k — —1. Koristenjem L’Hospitalovog pravila dobivamo

. R _ . kcost+cos(kt)
k1—1>n—11 x(t) = k1—1>m1 Pl (k cost + cos (kt)) =R k1—1>r£11 T =

d .
—(kcost kt -
=R lim e czs - cos (kt)) =R lim cost — ¢sin (k) = R(cost +tsint)
k——1 4(k+1) k——1 1
. R . ksint +sin (kt)
kl_1>n_11 y(t) = hm N (k sint + sin (kt)) R- kl_1>rr_11 F 1 =
d .
(ksint kt
_R. fip aEksntEsnt) oo sinttteos (W) et reost)
k——1 d(k+1) k——1 1
Graf dobivene krivulje prikazan je naslicid3za R=11it € [0, 11407 ]

Slika 5: N = 2000 tocaka



Slika 6: N = 2000 tocaka



Slika 7: N = 2000 tocaka
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